1.000
2.000
3.000
4.000
4.999
6.000
6.999
8.007
8.917
20.846

000
000
000
000
999
006
697
267
250
908

000
000
000
000
928
944
234
603
249
101

1®M95
11793
1392
16/30
1502

266
633
358
737
439

145t 0.643
881H-1.652
134 2.518
466t 2.812
400t 1.940

500
329
830
624
330

904
128
070
894
347

G¢/1:6



9:2/29

JACOBI-Basisverfahren

S0: (Initialisierung) Setze A9 = A, k =0 und berechne
wo=w(A). Wihle ein e > 0.
S1: (Abbruchtest) Fulls 2wy, < 2 STOPP.
S2: (Pivotwahl) Wihle Indizes p = p(k) und q = q(k)
mit agg) # 0.
S3: (lterationsschritt)
S4: Berechne t =ti,c =cp,s = S und 7 = T, gemdfs
(9.5)-(9.7).
S5: Berechne A*™ qus A® gemaf (9.8)-(9.12).

0%
S6: Berechne wii1 = wg — (a,pq

Setze k = k+ 1 und gehe zu Schritt S1.
Aufwand pro Schritt: ~4n Add. /Sub. + ~3n Mult. /Div.

+ 2 Quadratwurzeln.



9:3/35

Basisverfahren der Vektoriteration

SO: (Initialisierung) Wihle Vektor v'9 € R™ mit
v, =1 und setze k = 0.

S1: (Iteration) Berechne w*+Y) = Av¥),

S2: (Normierung) Setze v*F+1) = w*+D /|| F+Y)||,.

S3: Setze k =k —+1 und gehe zu Schritt S1.

Aufwand pro Schritt:

o Fine Auswertung Matrix x Vektor (S1)

o ~n Add./Sub. + ~2n Mult./Div. + 1 Quadratwurzel

(S2)



9:4/39

Basisverfahren der Teilraumiteration

SO: (Initialisierung) Wihle Teilraum y° C R™ mit
dim (y<°>) —

und setze k = 0.
S1: (Iteration) Definiere

YFHD — Aylk) = {Ay | y € yM) }

S2: Setze k= k+1 und gehe zu Schritt S1.



9:5/41
Teillraumiteration mit orthonormalen
Basen

S0: (Initialisierung) Wihle ein m mit p = m = n und ei-

ne spaltenorthonormale Startmatriz VO ¢ grxm,
Setze k= 0.

S1: (Iteration) Berechne W ) = AV ¥,

S2: (Orthogonalisierung) Berechne spaltenorthonormale
Matrix

V(k+1) c RnXm

und eine obere Dreiecksmatriz RFETY € R™*™ it

W(k+1) _ V(k+1)R(k+1).

S3: Setze k =k -+ 1 und gehe zu Schritt S1.

Aufwand pro Schritt:

e m Auswertungen Matrixz x Vektor (S1)

o ~Kinm? Add./Mult. (S2)
(K1 =1 fiir SCHMIDTSsches Orthogonalisierungsver-
fahren)



9:6/45

RAYLEIGH-RITZ-Algorithmus

Es seien die symmetrische Matriv A € R™™ und die
spaltenorthonormale Matriz V- € R™ P gegeben.
SO: e Berechne B= AV ¢ R"*P.
e Berechne P =V 1B e RP*P.
S1: Berechne die Eigenwertzerlequng P = XMX?'.
S2: Berechne Z =V X.
Aufwand:
o m Auswertungen Matriz x Vektor + ~np?/2
Add. /Mult. (SO)
o ~Kop® Add./Mult. (S1) (K, hingt vom verwendeten
Verfahren ab)
o ~np* Add./Mult. (S2)



9:7/47

Basisverfahren der Inversen lteration

SO:

S1:

S2:
S3:

(Initialisierung) Wihle ein pn # X;,5 =1,...,n und
einen Startvektor v'9 € R™ mit |09 = 1. Setze
k=0.

(Iteration) Berechne w*+1)

aus
A'uw(k-l—l) _ (A_MI>w(k+l) _ ,U(k)

(Normierung) Setze v = (k+1) /]jqp(F+1)||
Setze k = k+ 1 und gehe zu Schritt S1.



9:8/48
Inverse lteration bei guter
Eigenwertnaherung

Es ser u ein tm Sinne von
[w—A| = epsol| Al = <o

gute Naherung fir den Eigenwert A von A.

SO: (Initialisierung)
o Berechne Zerlequng A, = P::LMUM.
o Berechne w'% qus U, w% =e=(1,...,1)T.
o Wihle ein € > 0 und setze k = 0.

S1: (Iteration) Berechne w**Y qus

At = PZLMUMw(kH) — vk,
S2: (Normierung) Setze
Wil = H’w(kﬂ)”? ,U(k—l—l) k—l—l /wkz—l—l

S3: (Abbruchtest) Falls € - w11 < 1 so setze k =k+1
und gehe zu Schritt S1.



9:8/48
Aufwand.:
o ~n3/3 Add./Mult. (SO)
o ~n? Add./Mult. pro Schritt fiir vollbesetztes A (S1
und S2)



9:9/50

RAYLEIGH-Quotienten-lteration

SO: (Initialisierung) Wihle v'© mit |0, = 1 und ein
e > 0. Setze k =0.
S1: (Berechnen der Verschiebung) Berechne

or = RQ(v™) = o0 Ay,

(k+1)

S2: (Inverse Iteration) Berechne w aus

(A — op DwFY) = ),

S3: (Normierung) Setze wiy1 = ||[w V|, und v+ =
w D oy .

S4: (Abbruchtest) Falls € -wp41 < 1 so setze k =k+1
und gehe zu Schritt S1.

Aufwand pro Schritt:

o ~n? Add./Mult. (S1)

o ~Kin3 Add./Mult. fiir vollbesetztes A (S2)

o ~Kn Add./Mult. fir tridiagonales A (S2)

o ~n Add. + ~2n Mult. + 1 Quadratwurzel (S3)

10



9:10/54
Tridiagonalisierung einer
symmetrischen Matrix mit
HOUSEHOLDER-Spiegelungen

SO: (Initialisierung) Setze k=1 und AY = A.

S1: (Berechnen der HOUSEHOLDER-Spiegelung) Be-
rechne H™ nach (9.19)-(9.26).
(Iteration) Berechne

ARHD) _ gpR) 4 g (k)

nach (9.28)-(9.37).
S2: (Abbruch) Fualls k <n—2 so setze k =k+1 und
gehe zu Schritt S1.
Aufwand: ~2n3/3 Add./Mult. und ~n Quadratwurzeln
falls A wvoll besetzt ist.

11



9:11/55

LANCzOS-Algorithmus

SO: (Initialisierung) Wihle Vektor g € R™ mit ||q||2 = 1.
Setze g1 =q und k=1, biqy = o.
S1 (Iteration ) Berechne

ar = (qy Aqk7
Ty = AQk:_ak:Qk;_bk:ka—b
b1 = H"“kHZ

S2: (Abbruchtest)
o Falls b1 #0, so berechne g1 =7/br+1, setze
k=k+1 und gehe zu Schritt S1.
o Fulls b, 1 =0, so setze m =k. STOPP
Aufwand pro Schritt:

o Fine Auswertung Matrixz x Vektor
o ~An Add./Sub. + ~5n Mult. /Div. + 1 Quadratwurzel.

12



9:12/60
QR-Algorithmus ohne Verschiebungen
SO: (Initialisierung) Setze
A9=4 vO=1 k=0

S1: (QR-Zerlequng) Berechne eine orthogonale Matrix
Q<k> und eine obere Dreiecksmatriz R™ mit

AW — I R
S2: (lteration) Berechne
A+ Z RRQW kD) _ gk,

S3: Setze k = k—+1 und gehe zu Schritt S1.

13



9:13/71

QR-Algorithmus mit Verschiebungen

SO:

S1:

S2:

S3:

S3

(Initialisierung) Setze AY = A, VO =T und k =
0.
(Spektralverschiebung) Wihle Verschiebungsparame-

ter (.
(QR-Zerlegung) Berechne eine orthogonale Matriz

Q"™ und eine obere Dreiecksmatriz R"® mit
AP T=QPRW.

(Iteration) Berechne
AR = gRIQW) 4y 1, VD — gk,

Setze k = k+ 1 und gehe zu Schritt S1.

14



9:14/71
QR-Algorithmus mit
RAYLEIGH-Quotienten-Verschiebungen

SO: (Initialisierung) Setze
AV=4a vO=71 k=0

S1: (Spektralverschiebung) Wihle Verschiebungsparame-

ter Wy = aSﬁ,{.

(QR-Zerlegung) Berechne eine orthogonale Matrix
Q(k) und eine obere Dreiecksmatriz R™) mit

AW = QW R®.
S2: (Iteration) Berechne

Ak+D) R(k)Q(k) + i, v (kD) V<k)Q(k).

S3: Setze k = k—+1 und gehe zu Schritt S1.

15



9:15/73
QR-Algorithmus mit
WILKINSON-Verschiebungen

SO: (Initialisierung) Setze
A9=4 vO=1 k=0
S1: (Spektralverschiebung)

e Berechne die Eigenwerte p' und p'" der symmetri-
schen Matriz

k k
agzll,n—l a\ Z1,n
P(k) — c RZXZ
s it

16



S2:

S3:

S4:

9:15/73

im Falle
=l = |~ ol
qilt.
o Setze up =1’

(QR-Zerleqgung) Berechne eine orthogonale Matriz
Q(k) und eine obere Dreiecksmatriz R mit

A® = QW R®)
(Iteration) Berechne
Ak Z RBQE) | T k) — b

Setze k = k+ 1 und gehe zu Schritt S1.

17



SO:

S1:

S2:

9:16/79

Expliziter (QR-Schritt

(Initialisierung) Wihle Verschiebungsparameter piy,
und bilde

A=A% _ T

Setze Gor=1 und 'V = 174520

(Transformation) Fir j =1,...,n—1 fihre aus:

o Lege G i1 so fest, dass (G j41A) 41,5 =0 gilt.
o Bilde

A=G;j1A A=AG;_1; V=VGT .

Berechne
A=AGE_ ., A" V= A4 uI
und setze

v vy

18



9:16/79
Aufwand.:
o ~An Add./Sub., ~13n Mult./Div. und n Quadratwur-

veln zum Berechnen der Matriz A%,

o ~3n? Add./Sub. und ~3n? Mult./Div. zum Berechnen
von VE+D,

19



9:17/82

Impliziter (QR-Schritt

S0: (Initialisierung) Wihle Verschiebungsparameter piy,.
Setze A= A" und v =v®*,

S1: (Starttransformation)
o Lege G2 so fest, dass [GlzLA JgkI)]gl— 0 gilt.
o Bille A=G1AGL, und V=V G,

S2: (Resttransformation) Fir j =2,...,n—1 fihre aus:
o Lege G i1 so fest, dass (G ;11A)j11,,—1=0

gilt.

o Bilde A =G}, j+1AG j11 und V = VG] i1

S3: Setze A*™Y = A und VY = v,

Aufwand:
o ~6n Add./Sub. + ~11In Mult. /Div. + n Quadratwur-

zeln fir das Berechnen
von AFTY.
o ~3n? Add./Sub. + ~3n? Mult./Div. fiir das Berechnen

von VEHD.

20



9:18/84

QR-Algorithmus fir
Tridiagonalmatrizen

Gegeben seien die (n,n)-Tridiagonalmatriz
T =trid(ag,...,an,b2,...,by)

und die orthogonale (n,n)-Matriz V.

SO: (Initialisierung) Setze k=1, q=n.

S1: (Abbruchtest) Falls ¢ =1: STOPP.

S2: (Nullsetzen kleiner Nichtdiagonalelemente und Fest-
legen des zu aktuellen Diagonalblocks

TP = trid(ay,...,aq,bp41,-..,bq)

der Dimension m =q—p+1 von T)
Fiir p=q, q-1, ...,2 fihre aus:
o [st |by| hinreichend klein, so

— setze by, = 0.
— Ist p=gq, so setze ¢ = q— 1 und gehe zu Schritt

S1.

21



10:1/22

— Ist p < q, so gehe zu Schritt S3.

o Setzep=1.
S3: (k-ter QR-Schritt) Fiihre QQ R-Schritt mit WILKINSON-

Verschiebung fiir

auf dem Platz von T bzw. V durch. Daber bezeichnet
VP9 dic qus den Spalten p bis q von V' gebildete

spaltenorthonormale Matrix.
S4: Setze k= k+1 und gehe zu Schritt S1.

22



10:1/22
Losen der Normalgleichungen mit
CHOLESKY-Zerlegung

FEs ist das lineare Ausgleichsproblem

min — A
min [y - Az|

mit der spaltenreguldren Matriz (m,n)-A zu losen.

SO Berechne die (n,n)-Matric M = AT A.

S1 Bestimme eine CHOLESKY-Zerlequng M = LL*
mit einer unteren (n,n)-Dreiecksmatriz L mit po-
sitiven Diagonalelementen.

S2 Berechne z = A'y.

S3 Lise die Dreieckssysteme Lw = z und L' x = w.

Aufwand:

SO ~mn?/2 Additionen/Multiplikationen,

S1 ~n3/6 Additionen/Multiplikationen+ n Quadratwur-
zeln,

S2 ~mn Additionen/Multiplikationen,

S3 ~n? Additionen/Multiplikationen

23



10:2/24
Normalgleichungsvertahren mit
Nachiteration

FEs ist das lineare Ausgleichsproblem

min — A
min [y - Az|

mit der spaltenreguldren (m,n)-Matriz A zu losen.

SO Berechne die (n,n)-Matric M = AT A.
Bestimme eine CHOLESKY-Zerlegung M = LL*
mit einer unteren (n,n)-Dreiecksmatriz L mit po-

sitiven Diagonalelementen.
Setze % = 0 und k = 0.

S1 Berechne r'*) =y — Ax® ynd gtv) = AT ¢k,
S2 Lose die Dreieckssysteme

Lw = g(k), LTh'®) = w.

S3 Setze z*t) = z®) + ¥ k= k41 und gehe 2u
Schritt S1
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10:3/26
Losen eines linearen
Ausgleichsproblems mit
HOUSEHOLDER-Transformationen

FEs ist das lineare Ausgleichsproblem

min — A
min [|y — Az,

mit der spaltenreguldren (m,n)-Matriz A zu losen.

{ Initialisierung
Wihle eine Genauigkeitsschranke € > 0.
{QR-Zerlequng}
for k=1ton do
{Berechnen der Transformationsmatriz H™ }

Ok = \/&ik+ai+l,k+”'+a%@k
if o), < € then
STOPP

endif
if ap;. > O then

Ok = — 0Ok

25



endif

Akk = Qkk — Ok

Tk = — Ok Qkk

{ Transformation der Restmatriz)
for j=k+1ton do

5=0

for 1=k tom do
B=0B+ai a;

endfor

B = B/vk

for 1 =k to m do
Qij = Qij — - Qg

endfor
{ Transformation des Vektors y}
p=0
for i =k tom do
f=04+aik yij
endfor
B= 8/
fort =k tom do
Yi =Yi — 0 ik
endfor

endfor

10:3/26
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10:3/26

endfor
On — Unn
{Lisen von Rx = c}
for k=n to 1 step —1 do

fori=k+1ton do

Ye = Yk — Yi" Ak
endfor

Yk = Yk/ Ok
endfor

Aufwand:

Transf.: ~(m—n/3)n? Additionen/Multiplikationen, n
Quadratwurzeln,

Lésen: ~n?/2 Additionen/Multiplikationen.
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10:4/29
Nachiteration fir
HOUSEHOLDER-Verfahren bei
Ausgleichsproblemen

FEs ist das lineare Ausgleichsproblem

min ||y — Ax||»
xeR™

mit der spaltenreguldren (m,n)-Matriz A zu losen.

SO Berechne die QR-Zerlegung A = Q ( g ) mit ei-

ner orthogonalen (m,m)-Matriz Q und einer oberen
(n,n)-Dreiecksmatriz R.
Setze 9 =0, rO =y und k = 0.

S1 Berechne e =y —r*) — Ax®) ypd f = — AT k).
Berechne

QTe=<5>, weR" veR™™

S2 Lise das Dreieckssystem R w = f.

28



11:1/18

Lose das Dreieckssystem Rh = pu—w.
S3 Berechne

s=Q( Y )

Setze Pt = gk)  p D) = pk) g k=F+1
und gehe zu Schritt S1
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11:1/18

Modellalgorithmus fiir unrestringierte

SO

S1

S2

S3

Minimierung

(Initialisierung) Wihle einen Startpunkt £© ¢ R™
und setze k= 0.

(Abbruchkriterium) Ist f'(x®);p) 2 0 fiir alle Rich-
tungen p € R"™, dann STOPP; ') ist stationdre Li-
Sung.

(Richtungswahl) Wihle Abstiegsrichtung p*) mit

(Schrittweitenbestimmung) Bestimme Schrittweite
o, S0 dass

f(@™ +app®) < f(x®).

(Iterationsschritt) Setze
e = 2™ Lo p® . E=k+1
und gehe zu Schritt S1.
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/(@ +ap)

f (€) + auV f(2)7p

Q2

(64]

11:2/22
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SO

S1

S2

S3

S4

11:3/38
Verfahren der
OREN-LUENBERGER-Klasse

(Initialisierung) Wihle einen Startvektor ' ¢ R™
und eine positiv definite Startmatric Ho € R™™"
(2.B. Hy=1). Setze k = 0.

(Abbruchbedingung) Falls v f(x'¥)) = 0, so STOPP;
x*) st stationdre Losung.

(Richtungswahl) Berechne eine Abstiegsrichtung

p*) = —Hvf(x®).

(Schrittweitenbestimmung) Bestimme eine Schritt-
weite o

als exakte, POWELL- oder ARMIJO-Schrittweite.
(Iterationsschritt) Setze

s = ayp®) = ) k)
¢" = vf@")—vf@@").

Wihle Konstanten v, > 0 und O Z 0 und berechne
Hj 1 =W(Hy,s™ g™, 05)

32



wobel
VY(H,s,q;7,0)=vH +

11:3/38
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11:4/47
Aufdatierung einer LDL*-Zerlegung
B = B +4vv?!

Von der positiv definiten (n,n)-Matriz B sei eine Zer-
leqgung

B=LDL"
mit einer unteren (n,n)-Einsdreiecksmatriz L und einer
(n,n)-Diagonalmatriz D bekannt. B
Es sind eine untere Einsdreiecksmatriz L und eine Dia-
gonalmatriz D derart zu berechnen, dass

B=B+vwl =LDL

qilt.

to=1 v =

for j =1 ton do
Uj; = ’U§j>
ti: tj—1‘|‘U§/dj
dj = d;t;/tj 1
Bj = u;/(d;t;)
for k=j5+1ton do

34



endfor
endfor

11:4/47
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11:5/48
Aufdatierung einer LDL*-Zerlegung
B =B —vv?!

Von der positiv definiten (n,n)-Matriz B sei eine Zerle-
gung B = LDL" mit einer unteren Einsdreiecksmatriz
L und einer Diagonalmatriz D bekannt.
Es sind eine untere Einsdreiecksmatriz L und eine Dia-
gonalmatriz D derart zu berechnen, dass

B=B-vwl =LDL

qilt.
Wihle ein 0 > 0
Lise das Gleichungssystem Lu = v
thar=1—uTD 1u
ift,, 1 <0 then
tpr1= 0
endif
for =n to 1 step —1 do
t; =t +us/d;
dj = djtj1/t

36



Bi = —u;/(djtj+1)

(4)

Uj = ’LLj
for k=j+1ton do
of =0 —uyl

ki =l + ﬂjf(}](cj—i_l)

endfor
endfor

11:5/48
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SO

S1

S2

S3

S4

11:6/50

Trust-region-Verfahren

Wiahle Konstanten 0< 91 < 02< 1, 0<o01<1< 02
und Ng > 0.

Wihle einen Startpunkt £'© € R™ und setze k = 0.
Berechne die Losung p* der Aufgabe

min  f_ o (p).
Pl < A

Falls f(z™®) = f_u(p*) STOPP
(x¥) ist stationdre Lisung.)
Berechne

Falls 7 2 01, so £ktD) = k) 4 p*.

Falls r < o1, wihle ein DNgy1 € (0,010k].
Falls 01 =1 < 02, wihle ein Dy, 1 € (010, D]
Falls 0o = v, wihle ein D1 € [Ar, 020]
Setze k = k+ 1 und gehe zu Schritt S1.
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