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Kapitel 1

Das allgemeine lineare
Optimierungsproblem

Um moglichst einfach in die Problemstellung einzufiihren, sollen zwei Beispiele vor-

angestellt sein.

Beispiel 1 (Ernahrungsproblem):Zum Leben braucht der Mensch neben emotiona-
ler Zuwendung verschiedene Stoffe2l .., m, die er tber Nahrungsmittel in Min-
destmengeltby, bo, ..., b, zu sich nehmen muss; dazu gehoéren z. B. Eiweil3, Koh-
lenhydrate, Vitamine, Mineralsalze usw., die sich in unterschiedlichen Mengen in
Nahrungsmitteln 12, ..., n befinden. Es sei;; der Anteil des Stoffesim Nahrungs-
mittel j; ferner seienz; die (unbekannte) Mengeneinheit, die vom Nahrungsmittel
aufgenommen wird und; der entsprechende Preis pro Mengeneinheit fir das Nah-
rungsmittelj. Dann ist

a;1r1+ a;p2xo2+ -+ ajnxy

die Gesamtmenge, die vom Stothufgenommen wird. Natlrlich muss diese Menge
den Mindestbedarf decken; wir haben daher zu fordern, dass die Bedingungen

n
Zaijxjibi, izl,...,m, xjio, j:].,...,n
=1
einzuhalten sind. Die entstehenden Kosten ergeben sich zu

n
z= Z iy,
J=1

welche zu minimieren sind unter Einhaltung der Beschrankungen an die Werte der

Variablenzq,. .., z,.
Diese Aufgabe enthalt viele vereinfachende Annahmen: So gibt es Schwankungen
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2 KAPITEL 1. DAS ALLGEMEINE LINEARE OPTIMIERUNGSPROBLEM

in der Zusammensetzung der Nahrungsmittel; die Futterverwertung ist bei verschie-
denen Menschen oft unterschiedlich und variiert selbst beim gleichen Menschen;
der Preis ist nicht direkt proportional zur gekauften Menge; die Qualitat des Speise-
planes ist nicht bertcksichtigt; moglicherweise sind die bendtigten Nahrungsmittel
nicht in den geforderten Mengen verfiigbar oder nur zu gewissen Zeiten usw. Man
darf Verbesserungen am Modell vornehmen, um es realistischer zu machen. Ein rea-
listischeres Modell wird aber zu wesentlich hheren Kosten flihren.

Beispiel 2 (Transportproblem): In den Betrieben 2, ..., m wird eine Ware in den
Mengeneinheiten,, ..., b,, hergestellt; von den Geschaften 1,n wird die Ware

in den Mengeneinheitem, ..., a, angefordert. Wenn vom Betrielzum Geschaft

J genaur;; Mengeneinheiten der Ware transportiert werden, mogen Kosten;yon

pro Mengeneinheit anfallen. Man mochte natirlich die Gesamtkosten minimieren.
Fur die Modellierung dieser Aufgabe nehmen wir an, dass ein 6konomisches Gleich-
gewicht besteht, also Angebot und Nachfrage Ubereinstimmen:

n m
. — b,
jZlaj ) l

1=

Diese Annahme lasst sich leicht erftlllen. Sollte ndmlich das Angebot die Nachfrage
Ubersteigen, wird ein fiktiver Abnehmer eingefiihrt, der das Uberangebot zu Null-
kosten abnimmt. Sollte die Nachfrage das Angebot Ubersteigen, wird ein fiktiver
Produzent hinzugenommen, der die Differenz liefert und dafir alles Ubersteigende
Transportkosten verlangt, so dass sein Angebot erst dann in Anspruch genommen
wird, wenn alle anderen Angebote verteilt sind. Unter der Voraussetzung des dkono-
mischen Gleichgewichtes miussen offenbar die folgenden Bedingungen an die Trans-
portmengen;; erflllt sein:

m n

. . > . .
inj:aj,jzl,...,n, zfﬁij:bz‘, i=1...,m, 2520, Vi,j
i= =i

und es sind die Gesamtkosten

m n
Z = Zl z Cijij
1=17=1

unter Einhaltung der genannten Bedingungen zu minimieren. Auch hier bemerkt
man, dass erhebliche Vereinfachungen am Modell vorgenommen wurden.

Das allgemeine lineare Optimierungsproblem wird wie folgt gefal3t. Es ist eine li-
neare Funktion, die magielfunktion nennt,

Z=C1r1+Cx2+ -+ CpTy
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zu maximieren, wobei die Werte der Variablen ..., z,, gewissen Bedingungen zu
genugen haben:

e Einige oder auch alle Variable durfen nur nichtnegative Werte annehmen:

I']ZO,]EJ_|_g {1,,n}

e Es sind nur LOsungen eines linearen Gleichungssystems zugelassen:
n
; C
Z AT =b;,1€lp= {1,...,m}.
7=1

e Die Werte der Variablen missen ein lineares Ungleichungssystem der Form
> . .
, = “erfullen:

n
ZaijwjzbiyiEI—i—g {l,...,m}.
J=1

e Die Werte der Variablen mussen ein lineares Ungleichungssystem der Form
< & . .
, = “erfullen:

n
Zaijwjébi)iEI—g {l,...,m}.
J=1

Naturlich bilden die Indexmengef, /., /- eine Zerlegung der Mengfel, ..., m }.
Jedesi-Tupel (z1,...,x,), das diese Forderungen erfillt, nennt nzafissige L6-
sungder Aufgabe. Eine zulassige Losung der Aufgabe, die bezlglich aller zulassi-
gen Losungen der Zielfunktion einen maximalen Wert erteilt, nennt opdimale
Ldsung. Die Menge aller zulassigen Losungen ha(l&assiger Bereichoder auch
Restriktionsbereich.

Jedes allgemeine lineare Optimierungsproblem l&sst sich auf eind@ogalform
bringen. Eine lineare Optimierungsaufgabe befindet sich in Normalform, wenn alle
Variablen nur nichtnegative Werte annehmen dirfen, nur Ungleichungsbeschrankun-
gen der Form = “ vorhanden sind und die Zielfunktion zu maximieren ist, d. h. falls
Jr={1...,n},I-={1....m}undiy= I, = () gilt. Durch die folgenden einfa-
chen Operationen ist ein allgemeines lineares Optimierungsproblem in Normalform
Uberflihrbar.

e Falls das Minimum der Zielfunktion gesucht ist, multipliziere man die Koeffi-
zienten der Zielfunktion mit -1, denn es gilt flr eine Funktifin

min f(z) = —max—f(z).
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e Falls die Werte der Variablen; keine Vorzeichenbeschrankung haben, ersetze
manz; durcha:j+ —x; und flige die Forderungezrj.r 20, T Z 0 zur Aufgabe
hinzu. Diese Operation benutzt, dass sich jede reelle Zahl als Differenz zwei-
er nichtnegativer Zahlen darstellen lasst. Bei dieser Operation wird sich die
Variablen-Anzahl der Aufgabe entsprechend erhdhen.

e Eine Ungleichung der Formz “ wird mit -1 multipliziert.

e Eine Gleichung

n
CLZ'j:L‘j = bi
7=1

ersetze man durch zwei Ungleichungen;

n n
< <
z CLZ'j:L‘j = bi, —aijazj = — bi.

Es durfte klar sein, wie man aus den zuldssigen Lésungen der Aufgabe in Normal-
form die zulassigen Losungen der urspringlichen Aufgabe erhaltSrdsdard-

form einer linearen Optimierungsaufgabe bezeichnet man eine solche, bei der alle
Variablen nur nichtnegative Werte annehmen dirfen und nur Gleichungsforderungen
bestehen: Man maximiere eine Funktion

n
Z = Z Cjﬂf]‘
=1
unter den Bedingungen

n

. . > .
Zaijx]’:bijlzlj...,m, IJ:O’]:]_))TL
J=1

Man sieht sofort, dass jede Aufgabe in Normalform in eine Aufgabe in Standardform

Uberfiihrbar ist und umgekehrt.
Unter Nutzung der Matrizenschreibweise lasst sich das lineare Optimierungsproblem

in Normalform auch als
max{ cxr| Az = b, a:io}
schreiben; entsprechend lautet die Standardform

max{cTa:| A:c:b,a;io}.
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Die ,, = “-Relation zwischen Vektoren ist komponentenweise zu verstehen:
riy<—uz;Zy;, Vj

Im folgenden verwenden wir die Normalform einer linearen Optimierungsaufgabe:
max{ cx| Az =0, azio}, beR™ xeR", A= (ajj)mn

mit dem zul&ssigen Bereich

M:{m\Awéb,wio}.
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Kapitel 2
Dualitat

Um einige wichtige Satze Uber lineare Optimierungsaufgaben zu beweisen, bendti-
gen wir etwas Wissen uber lineare Ungleichungssysteme.

2.1. Satz von G. Farkas (1903)Das Systemi'u = ¢, u = o ist genau dann l6sbar,
wenn flr alle Lésungen des Systess = o die Ungleichung="z = 0 erflllt ist.

Beweis:Es seiu eine Losung des obigen Systems und R ein beliebiger Vektor
mit Az < o. Wegenu = o gilt natrlichu’Azx = 0, was abet’z = 0 bedeutet. Damit
haben wir die Notwendigkeit der Bedingung bereits bewiesen.

Setzen wir nun andererseits voraus, désss 0 fur alle Vektorenc mit Ax = o gilt;
auBerdem sei angenommen, dass das Sydfem= c, u = o unl6sbar ist, also der
Vektor ¢ nicht in der Menge

Kz{:c ’zczATu,uio}

liegt. Die MengeK ist abgeschlossen; sie enthélt den Nullvektor und alle Linear-

kombinationen mit nichtnegativen Koeffizienten, die man aus den Zeilenvektoren
1,AS, ..., A}, der Matrix A bilden kann; mitx € K gilt auch \x € K fur al-

le A2 0. Da der Vektore nicht in der MengeK liegt, hat er einen positven Ab-

stand vonK: Es gibt einen Vektor* € K mit ||c — z*|| = ||c — z|| fur allex € K.

Es seiy* € K ein weiterer Vektor mit dieser Eigenschaft. Dann liegt der Vektor

z = 3(z* +y*) auch ink, hat aber vore einen kleineren Abstand ais’, was nicht

sein kann, dac* bereits den kleinsten Abstand haben sollte. Damit sind die Vektoren

c—x* undx* orthogonal zueinandefc — =*)'x* = 0 und kein weiterer Vektor aus

K liegt in der Kugel

Q={=|le-z|=lle=a"| }.

Nehmen wir nun an, dass es einen Velgoe K mit (c —x*)"(y —«*) > 0, also
(c—x*)'y > 0 gibt. Alle Vektoren aus der Verbindungsstrecke zwiscirémund y

7



8 KAPITEL 2. DUALITAT

liegen in der Mengex':
{zr: ’a::oaa:*—i—(l—oa)y, 050451} SK.

Wegen der Annahme gibt es auf der Verbindungsstrecke einen Punkt, der in der
Kugel @ liegt, was nach der obigen Uberlegung unméglich ist. Also gilt

(c—x")(x—x*)=0 VxeK,
und wegenc — *)'x* = 0:

(c—x")x=0 VxekK,
insbesondere

(c—x*)A; =0, i=1,...,m.

Damit haben wir gezeigt, dass der Vektor z* eine Losung des Systerake = o
ist, also nach Voraussetzunffc — =*) = 0 gelten muss. Andererseits ist aber

O<(c—x")(c—x")=c(c—x").
Dieser Widerspruch beweist, dass das Systm= c,u = o l6sbar sein muss. %

Der Satz von Farkas ist nun Grundlage fur Losungsaussagen bei linearen Optimie-
rungsaufgaben. Wir nennen die Aufgabe

P: max{cT:c\Achb,a:Zo}
Primalaufgabe und ordnen ihr die sodoualaufgabe
D: min{bTu|ATuic,u§o}

zu. Ausfuhrlich geschrieben lauten die beiden Aufgaben

n

< ; > :
Zaijxj:biJ:l,...,m, ij,j—l,...,n},
7=1

n
P: max{ Z CjiT;
=

m
D: min b;u;

1=

m

> — . > s
Zlaiju@':cj,]—l,...,n, uZO,z—l,...,m}.
1=
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Man sieht, dass der Variablery aus der Primalaufgabe djete Restriktion in der
Dualaufgabe entspricht; ebenso entsprichtem Variablenu; aus der Dualauf-

gabe diei-te Restriktion in der Primalaufgabe. Man Uberlegt sich leicht, dass die
Dualaufgabe der Dualaufgabe wieder die Primalaufgabe ist.

Zur Vorbereitung der Hauptsatze in der linearen Optimierung sollen zwei Hilfsaus-
sagen bewiesen werden, die Zusammenhange zwischen der Primal- und der Dual-
aufgabe beleuchten.

2.2. Schrankensatzist der Vektorz eine zulassige Losung der Primalaufgabe und
der Vektoru eine zulassige Losung der Dualaufgabe, soWilt = c¢'z; die Gleich-
heit ist genau dann gegeben, werliiA'u — ¢) = u'(b — Ax) = 0 ausfallt.

Beweis: Es sei der Vektotr zuldssig fur die Aufgab® und der Vektoru zulas-
sig fur die AufgabeD. Wegenu = o dirfen wir die rechte und die linke Seite der
UngleichungAzx = b skalar mit dem Vektox. multiplizieren: Es ist also

uAx S bu;

analog multiplizieren wir beide Seiten der Ungleichusiae = ¢ skalar mit dem Vek-
tor  und erhalten:

' A'u Z cx;
beides zusammen liefert:
crSuAx S bu.

Diese Ungleichungen gelten fur alle zuldssigen Losungeder Primalaufgabe und
alle zulassigen Losungender Dualaufgabe. Fir die Gleichheit ist offenbar notwen-
dig und hinreichend, dass

cr=uAx=0bu
gilt, woraus der zweite Teil der Behauptung folgt. *

Nach dieser Hilfsaussage ist der Zielfunktionswert der Minimum-Aufgabe fir je-
de zulassige Losung eine obere Schranke fur den Zielfunktionswert der Maximum-
Aufgabe.

2.3. Satz:Wenn die primale Maximum-Aufgabe eine zulassige L6sung und eine obe-
re Schranke flr den Zielfunktionswert hat, so besitzt die Dualaufgabe eine optimale
Ldsung. Die obere Grenze des Zielfunktionswertes der primalen Maximum-Aufgabe
ist der optimale Zielfunktionswert der Dualaufgabe.
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Beweis: Nach Voraussetzung hat die Primalaufgabe eine obere GrenZes gilt
somit 'z = M fir alle Lésungen vomAx = b, x Z o. Wir ersetzen den Vektos
durch den Vektogz mit ¢ > 0; dann gilt offenbar

cx—Mt=0 V(x,t):Az—bt=0 xZo0,t>0.

Wir zeigen, dass die Bedingumg- O durcht = 0 ersetzt werden darf. Angenommen,
das System

Az —bt=0,xZ20,t20

hat eine Losundx,0) und es giltc'x > 0; es seix* eine zulassige Losung der
AufgabeP undx, = =* + ax mit o Z 0. Dann gilt

Az, =Ax"+aAx=b, 20 YazZ0

und auBerdermd’x,, = c'z* + ac'x —> o flir « = oo; also ist die Zielfunktion der
Primalaufgabe nach oben unbeschrankt, was der Voraussetzung widerspricht. Damit
Ist gezeigt, dass

cx—Mt=0 V(x,t):Ax—bt=0, 20,120

gilt. Fur das Anwenden des Satzes von Farkas schreiben wir die Aussage in einer
etwas anderen, aber aquivalenten Form. Es gilt

(_E)T(f)so V(@ t) —% :olz <‘f)50-

Nach dem Satz von Farkas gibt es einen Vektor, v*, s*) mit

.
c A -b Uu
v = -E o v* |, u"Z0,v*Z0, 520,
B o —1 s*
d. h.
c=Au"—v", u*Zo,v*Zo,
M=bu"+s*, s*20.

Wegenv* Z o folgt darausA™u* = ¢; also ist der Vektorn* eine zulassige Lésung
der Dualaufgabe und wegeii = 0 gilt b'u* = M. Aus dem vorangegangenen Satz
folgt aber, dass die Zahl/ untere Schranke der Dualaufgabe ist; zusammen muss
alsos™ = 0 sein; damit wird die untere Grenzedt angenommen, also ist" eine
optimale L6sung der Dualaufgabe. *
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Der folgende Satz ist eine zentrale Aussage in der linearen Optimierung.

2.4. Dualitatssatz:Ein lineares Optimierungsproblem ist genau dann Iésbar, wenn
seine Dualaufgabe eine optimale Losung besitzt. Haben sowohl Primal- als auch
Dualaufgabe zulassige L6sungen, so haben sie auch optimale Losungen und die Ziel-
funktionswerte stimmen in den optimalen Losungen tberein.

Beweis: Es habe die Aufgab@ eine optimale LOsung; insbesondere hat sie dann
eine zulassige L6sung und eine endliche obere Schranke. Nach dem vorangegan-
genen Satz hat dann die Dualaufgabe eine optimale Losung. Wegen der Symmetrie
der beiden Aufgaben ist damit der erste Teil des Satzes bewiesen. Nehmen wir nun
an, dass beide Aufgaben zuldssige Losungen haben. Da jeder Zielfunktionswert der
Minimum-Aufgabe eine obere Schranke fir alle Zielfunktionswerte der Maximum-
Aufgabe ist, hat die Primalaufgabe somit eine endliche obere Schranke; nach dem
letzten Satz hat die Dualaufgabe eine optimale Lésung und die obere Grenze der
primalen Maximum-Aufgabe ist der optimale Zielfunktionswert der Dualaufgabe.
Indem wir Primal- und Dualaufgabe vertauschen, erhalten wir die Behauptung voll-
standig. *

Abschliel3end wird eine Aussage Uber den komplementaren Schlupf bewiesen. Wir
sagen, dass sich zwei Ungleichungenkomplementaren Schlupfbefinden, falls
mindestens eine von ihnen als Gleichung erfullt ist.

2.5. Satz vom komplementaren Schlupf, Optimalitatsbedingungeriin zulassi-

ger Vektorz* der Primalaufgabe® und ein zuléssiger Vektar* der Dualaufgabe

D sind genau dann optimal fur die jeweilige Aufgabe, wenn sich die korrespondie-
renden Ungleichungen fiur diese Vektoren im komplementaren Schlupf befinden; d.
h.

uwl(b—Az*)=0, z*'(Au—c)=0.

Diese Aussage folgt direkt aus dem Schrankensatz und dem Dualitatssatz. In aus-
geschriebener Form lauten die Optimalitatsbedingungen wie folgt. Eine zulassige
Ldsungx von P und eine zulassige Lésungvon D sind genau dann optimal, wenn

m
:zzj<2aijui—cj>—0, j:l,...,n,
i=1

n
Uq <bi Zaijx]) :0, i:].,...,m
j=1
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gilt. Wenn also in einer optimalen Losung der Dualaufgabe-tkev/ariable einen po-
sitiven Wert hat, so ist diete Ungleichung in der Primalaufgabe flr alle optimalen
Losungen der Primalaufgabe als Gleichung erfillt. Wenni-desUngleichung der
Primalaufgabe fir eine optimale L6sung als strenge Ungleichung erfullt ist, muss
die korrespondierende duale Variable in jeder optimalen Lésung der Dualaufgabe
den Wert 0 annehmen.



Kapitel 3
Simplexmethode

Die Simplexmethode ist die grundlegende Methode zum Ldsen linearer Optimie-
rungsaufgaben und wurde im Jahre 1947 vom amerikanischen Mathematiker G. B.
DANTZIG gefunden, obwohl bereits Ass diese Methode kannte (wie sich spa-

ter herausstellte), aber wegen fehlender Anwendungen nicht weiter verfolgte. Eine
wirklich neue Methode publizierte L. V. KNTOROVICH im Jahre 1939. Wegen sei-

ner Bemihungen, seine Resultate auf 6konomische Probleme anzuwenden, wurde
er in der damaligen Sowjetunion mit Berufsverbot belegt, so dass seine Ergebnisse
erst viele Jahre spater einer breiteren Offentlichkeit bekannt wurden. In Wiirdigung
seiner Verdienste um die Anwendung mathematischer Methoden in der Okonomie
erhielt er im Jahre 1975 gemeinsam mit dem amerikanischen Okonomen B-C. K
oPMANS den Nobelpreis fiir Okonomie. In den letzten Jahren sind mehrere neue,
theoretisch effizientere Methoden ausgearbeitet worden, die aber die Simplexmetho-
de in den Anwendungen nicht ersetzen konnten.

Wir gehen von einer Optimierungsaufgabe in Normalform aus:

n
P: max{ z CiT;
=1

Fur einen gegebenen Vektorsei

n

< - c >0
Zaijxj:bi,zzl,...,m, :CjO,]]_)“_’n}.
J=1

n
ui:bi— Z iy, izl,...,m,
7=1

mn
10=0— Z —ci;.
J=1

Fur die Dualaufgabe

m m
D: min{ biu; Zlaijui>cj,j—l,...,n,ui>0,i—l,...,m}
=

1=

13
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setzen wir entsprechend

m
Tj=—¢Cj+ aijui,jzl,...,n,
7::

m
ug =0+ bu;.

=
Fir einen gegebenen Vektor= o geben die Werte der Variablen in der Aufgabe
P an, wie diei-te Ungleichung erfillt ist. Im Falle; = O ist diei — te Ungleichung
als Gleichung erfillt (man spricht dann von einer aktiven Ungleichung); im Falle
u; < 0 ist der gegebene Vektar nicht zulassig und im Falle; 20, i = 1,...,m
ist angezeigt, dass eine zulassige Losung vorliegt. Man nennt daher die Variable
u; in der AufgabeP Schlupfvariable. Ganz analog liegen die Verhéaltnisse bei der
Dualaufgabe. Entsprechend nennt man dort die Variabjeéchlupfvariable. Es sei
erwahnt, dass durch die gewahlten Darstellungen beide Aufgaben vollstadndig be-
schrieben sind. Wir wollen beide Darstellungen in einem Rechenschema zusammen-

fassen:

R
0 |0 | —c1 —c2 -+ —cp
up b1 | a11 a1z -+ a1
up |[bp | ag1 az2 -+ ayy
Um bm aAml am2 -+ Amn

Dieses Rechenschema beschreibt beide Aufgaben vollstandig: Das Lesen der Spal-
ten von links nach rechts liefert die Beschreibung der Primalaufgabe; das Lesen der
Zeilen von oben nach unten liefert die Beschreibung der Dualaufgabe. Wenn man im
System zur PrimalaufgabeGleichungen nach gewissen Variablep, z;,,...,z;,
suksessive auflost und die erhaltenen Terme in die Gbrigen Gleichungen und in die
Zielfunktion einsetzt, erhalt man ein System, das sich durch ein analoges Rechen-
schema beschreiben lasst:

o Juo | v w2 o oy
Cr
I GG I
V2 |z | d21 G2z **7 Ggp
om | a0 @y app - aiin
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Hierin stehen die Variablen

Yi,---5Yn,V1,--.,Um

flr eine andere Reihenfolge der Variablen
L1y y Ty UL, ..., Um

aus dem ersten Rechenschema. Dieses neue Schema ist zum ersten und damit zu den
ursringlichen beiden Aufgaben aquivalent. Wir verifizieren diese Aquivalenz an der
Primalaufgabe. Zum Rechenschema gehort die Primalaufgabe

max{ aoo Z aoj Y;

die wir mit P(") bezeichnen wollen. Es s¢i?,...,4) eine zulassige Lésung der
AufgabeP("): ferner seieny,...,v,, die Werte der zur Aufgabe gehdrenden Schlupf-
variablenv, ..., v,,. Wenn wir die Variableny, ..., y,,v1,...,v,, inihre urspriangli-
che Reihenfolge,...,z,,u1,...,u, zuricksortieren und dabei auch ihre Belegung
mit den Wertenys, ..., y,,v7,. .., vy, entsprechend sortieren, erhalten wir eine zulas-
sige L6sung (nebst den Werten der Schlupfvariablen) der Ausgangsaefgalese
Vorgehensweise l&sst sich auch wnachP (") durchfiihren, womit die Aquivalenz
gezeigt ist.

Das Rechenschema nennt m@amal zuladssig, falls agg) 20,i=1,...,mgilt und

Zazjyj 10’ =1 my]_Oj—l }7

dual zulassig falls aé r) > 0, s =1,...,n. Ein sowohl primal als auch dual zulassiges
Rechenschema heléptlmal Die Bedeutung dieser Begriffsbildungen wird klar,
falls man bericksichtigt, dass das Rechenschema zweifach interpretierbar ist:
Primale Interpretation. Wir lesen aus dem Rechenschema die Darstellung

vz—a Zawy],z—

ab. Hierin nennt man die Variablen, . . ., v,,, Basisvariable die restlichen Variablen

y1, ...,y heiBenNichtbasisvariable Die Darstellung einer zuldssigen Losung mit-
tels eines Satzes von Basisvariablen ist nicht eindeutig; sie ist genau dann eindeutig,
wenn von dem + m Variablen genaw den Wert 0 haben.

Angenommen, es liegt ein primal zulassiges Rechenschema vor; dann j§1:ﬁ1it

0, j =1,....n eine zulassige Losung der AufgaB&) ablesbar, die sich sofort

unter Nutzung von; = az(.g), i=1,...,m in eine zulassige L6ésung der Aufgabe
P Uberflhren lasst. Eine so aus dem Rechenschema gewonnene zulassige Losung
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nennt marzulassige BasislosungDie Nichtbasisvariablen haben in einer zulassi-

gen Basislésung den Wert 0. Die Zatﬂo) ist dabei der Zielfunktionswert fur die
abgelesene zulassige Basislosung. Ist das Rechenschema dual zulassig, d. h. gilt

aéz.) 20, j=1,...,n, so folgt aus der Darstellung fiir die Zielfunktion
n
0= agg — Zlag})yj,
]:

daSSagg der maximale Zielfunktionswert ist, da die Erhéhung des Wertes einer
Nichtbasisvariablen zu keiner Erhéhung des aktuellen Zielfunktionswertes flhrt; al-
soistin einem solchen Falle das Rechenschema optimal und die abgelesene zuléssige
Losung(xy,...,x;) eine optimale der Aufgable.

Duale Interpretation. Wir lesen aus dem Rechenschema nun die Darstellung

(", < (1)
yj:ao; + Zai; v,, j=1,....n
=1
ab. Jetzt heil3en die Variablen, ..., vy, Basisvariable und die Variablen,...,v,,

heiRen Nichtbasisvariable. Angenommen, das Rechenschema ist dual zulassig, also
aé;) 20, j=1,...,n; dannist der Nullpunkt zulassige Lésung der Dualaufgafse

v
—~

.33
~—

o2 |5 aPy
. r r 2

=1 vi 2 0,i=1,...,m
Gemeinsam mit den Werten

y;-‘:ag.),j:l,...,n

erhalt man daraus eine zuléassige Losung. . ., u;,) der AufgabeD. Sollte das Re-
chenschema auch primal zuldssig sein, d. h.

agg) 20,i=1,...,m,
so folgt aus der Darstellung der dualen Zielfunktion
m
ug = agg + Z al(.g)vi,
i=1

dass eine Erh6hung des Wertes einer Nichtbasisvariablen zu keiner Erniedrigung des

aktuellen Zielfunktionswertes fiihren kann, also mé@ der minimale Zielfunktions-
wert erreicht ist.
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3.1. Beispiel:Gegeben sei die Aufgabe

2v+y—2 = 5
<
r—y—z = =2,
max{ 2r —3
TSyt —x+2y+3z = 10,
2v—2y+3z = 8 x2,9,220
mit der Dualaufgabe
2u+v—w+2s Z 2
min{ 5u— 2v 4 10w + 8s u—v+2w—2s = =3
—u—v+3w+3s 2 1, uv,w,s=20

Das Anfangsschema lautet:

HE
rol O0]—2 3 -1
Uu 5 2 1 -1
v |-2] 1 -1 -1/
w | 10|-1 2 3
S 8| 2 -2 3

Wir |6sen diev-Gleichung nach der Variablenauf und setzen in die tbrigen Glei-
chungen ein. Als neues Rechenschema folgt:

| Juw| ¢y v

rol 21-3 4 -1
w |7 1 2 -1
z |2]-1 1 -1/
w | 4 2 -1 3
s 2] 5 -5 3

Offenbar ist dieses Schema primal zulassig; wir lesen die zulassige Losung
(z,y,2) = (0,0,2)

ab, die gemal der primalen Interpretation den Schlupfvektor
(u,v,w,s) =(7,0,4,2)

liefert, d. h. die erste Ungleichung liefert den Uberschuss 7, die zweite ist aktiv,
die dritte hat den Uberschuss 4 und die vierte den Uberschuss 2. Nun lésen wir die
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s-Gleichung nach der Variablenauf und erhalten das Rechenschema:

 Juwl s oy v
6 3 , 4
05| 5 5
. 1332 5, 8
5| 5 5
2 1 2|
15| 5 5
6 2 , 8
Y1575 5
2/ 1 | 3
"5 5 5

Dieses Schema ist primal und dual zulassig, also optimal. Nach der primalen Inter-
pretation lesen wir als optimale Losug*, y*, z*) = (%,O, %2), den Schlupfvektor
(u*,v*,w*,s%) = (,0,2,0) und den optimalen Zielfunktionswerf = 1° ab. Nach

der dualen Interpretation lesen wir die entsprechenden Informationen fiir die Dual-
aufgabe ab:

ok x % 4 3 k% * 16
(u U, W, S ):(0757076)7 (33 Y s < ):(0,1,0), UOZE'
Q

Die primale Simplexmethodebesteht nun darin, ausgehend von einem primal zu-
lassigen Rechenschema eine Folge von Transformationen der obigen Art derart aus-
zufiihren, dass nach endlich vielen Schritten ein optimales Rechenschema entsteht,
wobei beim Ubergang von einem Rechenschema zum néchsten die folgenden beiden
Bedingungen einzuhalten sind:

e Der aktuelle Zielfunktionswert darf sich nicht verkleinern (muss mdglichst
wachsen).

e Das neue Rechenschema muss wieder primal zulassig sein.

Insbesondere wird also durch die primale Simplexmethode eine endliche Folge von
primal zulassigen Basislosungen erzeugt, deren letzte optimal ist.

Analog besteht die duale Simplexmethode darin, ausgehend von einem dual zul&ssi-
gen Rechenschema, eine Folge von Transformationen der obigen Art so auszuftihren,
dass in jedem Schritt der aktuelle Zielfunktionswert nicht wachst (mdglichst fallt),
das neue Rechenschema wieder dual zulassig ist und schlief3lich ein optimales Re-
chenschema entsteht.
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Nach dem Dualitatssatz ist folgendes klar: Wenn Primal- und Dualaufgabe zuléassige
Ldsungen haben, sind sowohl die primale als auch die duale Simplexmethode durch-
fihrbar. Wenn sich Uberdies der Zielfunktionswert in jedem Schritt andert, liefern
beide Methoden nach endlich vielen Schritten eine optimale Losung der Primalauf-
gabe und auch der Dualaufgabe.

Fur die Darstellung der primalen Simplexmethode verwenden wir die primale Inter-
pretation des Rechenschemas und beschreiben einen Transformationsschritt, wobei
wir die oberen Indices weglassen. Es sei also eine Darstellung von Basisvariablen
durch Nichtbasisvariable gegeben:

n
V; = a0 — Z aijyj, i=1,...,m
J=1

mit der Zielfunktion

n
To=ago— ) a0;¥;
=

und dem Rechenschema

C Jue | v w2 o
o || aoo aplr a2 -+  Aaon
V1 || @10 ailr a2 - ain
V2 || a20 az1 az2 ---  Aa2p
Um | Am0 | AGml Om2 ' Amn

Die primale Zulassigkeit bedeutet hier, dags= 0, i = 1,...,m gilt. Samtliche Va-
riable

yl)"'?yn?“l?"‘7vm

durfen nur nichtnegative Werte annehmen. Offenbar lasst sich der Wert der Zielfunk-
tion nur erhohen, falls mindestens einer der Faktaggn. . ., ag, negativ ist. Es sei
etwaag;, < 0; die ausgewahlte Spalje hei3tPivotspalte. Wir belassen alle Nicht-
basisvariablg/; mit Ausnahme vory;, auf ihrem aktuellen Wert O; aus der obigen
Darstellung ergibt sich

Uj = @0 — @45, Y5, 1= 17"‘am7

L0 = a00 — @0j,. Yj, -
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Mit der Forderung; 20, i = 1,...,m folgt daraus
Ai5,Y5, = a;o, 1= 1, <o, M.

Diesem Ungleichungen schranken den Maximalwert der Variablerein. Wegen

a;0 = 0 flri=1,...,m sind dabei nur jene Ungleichungen von Bedeutung, in denen
der Faktora;;, positiv ist. Sollten also alle Zahlem;;,, « = 1,...,m nicht positiv

sein, darf die Variabley;, beliebig grolte Werte annehmen, ohne dass die primale
Zulassigkeit des Rechenschemas verletzt wird. Weggn< 0 wird aber der Ziel-
funktionswert in diesem Falle beliebig grof3e Werte annehmen. Damit haben wir ein
Kriterium, das uns sagt, wann die Zielfunktion Gber dem zulassigen Bereich nach
oben unbeschrankt ist.

3.2. Unbeschranktheitskriterium: Wenn fur einj
aoj<0, aij§0,z':1,...,m

ausfallt, so ist die Zielfunktion auf dem zuldssigen Bereich nach oben unbeschrankt
und daher die Aufgabe nicht IGsbar.

Es sei nunmehr die Menge
Iy ={ilay, >0}

nicht leer. Dann erhalten wir aus den beschrédnkenden Ungleichungen fir den Wert
der Variableny;, .

a;o .
< Wy
y]* = ) 1 E [+7
aij*

also

. a;o

yj*:mln{ ’ aij*>0}.
aij,

Es seii, ein Index, wo das Minimum angenommen wird:
a; . a;
yj*:LO:mln{ 0 CLZ']'*>O}.

@iy js @ij,
Die ausgewahlte Zeilg. hei3tPivotzeileunda;, ;, ist dasPivotelement
Nun wird diei,-Gleichung nach der Variabley), aufgeldst und in die UGbrigen Glei-
chungen eingesetzt. Fir den neuen Zielfunktionswert folgt dabei

aoj, 4,0
ro=a00— —
i, j.
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also wachst der Zielfunktionswert, falls o > 0 gilt. Im Fallea; o = 0 spricht man

von Ausartung, da sich in diesem Falle die zulassige Losung nicht &ndert, wohl aber
wird eine Basisvariable gegen eine Nichtbasisvariable ausgetauscht. Etwas formaler
besteht ein Schritt der primalen Simplexmethode aus den folgenden Aktionen.

1. Auswahl einer Pivotspaltg: Man wéhle
aoj, :min{ agj ‘ jzl,...,n} < 0.

Wenn ein solcher Index nicht existiert, ist das Rechenschema dual zul&ssig;
damitist es optimal, man liest eine optimale Losung ab und die Methode endet.

2. Esistagj, < 0; Auswahl einer Pivotzeilé,: Es sei
@ = mln{ di0 Qjj, > O}

Qi Ajj,
Wenn ein solcher Index nicht existiert, ist die Zielfunktion nach oben unbe-
schrankt und die Methode endet.

3. Transformation des Rechenschemas mit dem Pivotelement

(a) Transformation des Pivotelementes:
1

@

o=

(b) Transformation der Pivotzeile:
a;.j, =1 a;;:=aa;j, 7=0,...,n
(c) Transformation der Ubrigen Elemente: F&t 0,...,m, ¢ # i,:
A= —ajj,, a;j, =0, a;; == a;5+Aa; 4, j=0,...,n.
(d) Setzen des Pivotelementes:
aj,j, ‘= Q.

Die Methode bendtigt ein primal zulassiges, erstes Rechenschema, was im Falle
b; 20 furi = 1,...,m offenbar gegeben ist. Anderenfalls kann man wie folgt vor-
gehen. Die Restriktionen seien so sortiert, dass genau die erstehten Seiten;
negativ sind und unter ihnén die absolut maximale Zahl darstellt:

I_={ilbj<0}={1,....;r},r>0,bp=min{b; |b; <0}.
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Wir fihren eine Hilfsvariable:,, .1 ein und I6sen die modifizierte Aufgabe

4 n )
< s
aijxj—a:n+1:bi, Z—l,...,T,

n 1=1
max citi—Nzpi1| — <, .

jle J Zaijxj:bi,z:r+l,...,m,
J=1

L ZCjiO,j:l,...,n—l—l )

mit einer hinreichend grof3en Zahl > 0. Diese Aufgabe hat stets eine zuldssige
Losung(x, 1), 2. B.

(m;xn+l) — (07 _bl)-

Die Zahl N wird jedoch nicht explizit bendtigt. Als erstes Rechenschema wahlen wir
das folgende:

| luo | 21 Tp o+ Ty Tyl

0 0 0 0 1
o

0 e 0
(Y aix  a12 - Q1p -1
up | b2 a1 azz - agy -1
Uy by ar1 ar2 =+ Qrp -1
Upgd || Org1 | Gry11 Grg12 0 Grylp 0
Um, bm am1 am2 - Amn 0

Wichtig ist hier zu bemerken, dass in der obersten Zeile anstelle der Zahl 1 eigent-
lich die hinreichend grof3e ZaliV stehen musste. Nach dem ersten Transformati-
onsschritt mit der Pivotzeilé, = 1 und der Pivotspaltg, = n + 1 erhalten wir ein
Rechenschema der Form

| luo | 21 x2 - zy up |
7 7 7 . 7 7
o @_10| %11 912 O_1pn 9 1n+1
!/ / !/ / /
oo (o1 Gop ' Qgy,  Ggpi1
/ / / /
.len_|_1 a/}o CL}Ll a}z cc a/}n _1
u2 a20 (21 app -+ Ay 1
!/ / / /
Ur a0 arq pp o Ay 1
Uptd || bpt1 | Gre11 Q412 0 Grylp 0
Um, bm, am1 Am2 °  Qmn 0
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Dieses Schema ist primal zulassig; aus ihm lesen wir die oben genannte zulassige
Ldsung ab. Wegen der Transformationsformeln mtssen die Koeffizienten in der Zeile
—1 noch mit der unbekannten Zal multipliziert werden. Die Darstellung der
Zielfunktion ist daher wie folgt zu lesen:

vo=a_yoN +ag+ (a_y 1N +agg)rr+ -
+ (a9, N +agy)zn+ (a1, 11N +ag 4 1)u1
mit
a’_l,o = b1, a,—l,j =ayj,j=1,...,n, a/_1’n+1 =1
Hier lautet folglich der Test auf duale Zulassigkeit:
a’_l7jN+a6j 20,j=1,....n+1VN >0,
also
a’_l’j 20,j=1,....n+1
Die Auswabhl einer Pivotspaltg muss daher nach der Regel
a_y;, = min{ a—1; ’ a_1;<0 }

erfolgen. Diese Auswahlregel gilt solange wie die Hilfsvariable ; noch Basis-
variable ist. Wenn sie in einem Transformationsschritt zur Nichtbasisvariablen wird
(und damit den aktuellen Wert 0 hat), dirfen die Zeilé und die zur Nichtbasis-
variablenz,,. 1 gehtérende Spalte aus dem Rechenschema gestrichen werden; das so
reduzierte Rechenschema ist dann primal zulassig fur die urspringliche Aufgabe und
die Rechnung ist nach der normalen Simplexmethode fortsetzbar. Hat im optimalen
Rechenschema die Variabig, ; einen positiven Wert; | > 0, so folgt

n
z cjr; — Ny 4 = —oo fur N = oo,
J=1

was uns sagt, dass die ursprungliche Aufgabe keine zuléassige Losung hat.

3.3. Beispiel:Wir wollen das letzte Beispiel mit der primalen Simplexmethode l6sen.
Wegenb, < 0 haben wir eine Hilfsvariable einzufiihren. Das erste Rechenschema
lautet damit:

_ Juwl z y =
00 0 0 0 1
Lo
0/—2 3 -1 0
w| 5 2 1-1 o0l
vl-2| 1-1-1-1
w| 10/-1 2 3 0
s| 8 2-2 3 0
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Die 0-te Transformation mit dem Aufldsen deiGleichung nach der Variablen
liefert ein primal zulassiges Schema:

Tl v = ]

-2 1 -1 -1 1
o

0/-2 3 -1 O
U 5 2 1 -1 0}
t 2/-1 1 1 -1
w|| 10/ -1 2 3 O
S 8/ 2 -2 3 O

Fur die 1. Transformation wahlen wif = 2 und erhalten, = 2, da

. a;
mln{ 2io
a;2

Nach der Transformation haben wir das Schema

ai2>0} =min{5;2;5} =2

] H uo\ T t z v‘

O O 1 0 O
Zo

-6 1 -3 -4 3

U 3] 3 -1 -2 1|
Y 2| -1 1 1 -1
w 6| 1 -2 1 2
s| 12 0 2 5 -2

Wir erkennen, dass die Hilfsvariableur Nichtbasisvariablen wurde und daher den
Wert 0 angenommen hat. Folglich streichen wir die Hilfszeile und Hilfsspalte, um
ein primal zulassiges Rechneschema der ursprunglichen Aufgabe zu erhalten. Fir
die nachste Transformation wéhlen wir= 2 und erhaltern, = 2. Es gibt sich als
neues Schema

| Juofz y o]

x|l 2|-3 4 -1
w71 2 -1
2z 2]-1 1 -1]
w|4] 2 -1 3
s||2]5 -5 3

Fur die letzte Transformation wéhlen wir = 1 und erhalten, = 4, was ein opti-
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males Schema liefert:

 Juwl sy v
6 3 , 4
05| 5 5
L1381 5 8
5| 5 5
2 1 2|
15| 5 5
6 2 , 9
Y1575 5
2| 1, 3
15| 5 5

@

Die Endlichkeit der primalen Simplexmethode ist fur den Fall klar, dass der Ziel-
funktionswert in jedem Schritt wachst. Wir haben also nur noch den Ausartungsfall
zu betrachten. Dieser Fall tritt ein, falls in einem Schritt eine Pivotzeileyyjt= 0
ausgewahlt wird. In einem solchen Falle (und nur in einem solchen) andern sich sind
bei der Transformation die Werte aller Basisvariablen nicht; es &ndert sich zur ak-
tuellen zulassigen L6sung nur der Satz von Basisvariablen. Nur in einem solchen
Falle besteht die Mdglichkeit, dass sich der Zielfunktionswert danach nicht erhéht
und man durch weitere Transformationen des Rechenschemas schlief3lich zu einem
bereits berechneten Satz von Basisvariablen zurtickkehrt, womit die Endlichkeit der
Simplexmethode gestort ist, da sich diese Situation zyklisch wiederholen wird. In der
Praxis sind solche Zyklen bisher unbekannt, wohl aber sind solche Aufgaben kon-
struierbar. Im Ausartungsfall wird die primale Simplexmethode so modifiziert, dass
eine Zyklenbildung ausgeschlossen ist. Formal gesehen geht man zu einer gestorten
AufgabeP. (¢ > 0) tber:

n . .
n , a;i(xi—el) = b+ i=1....m
max Z CJ(ZC] . 6‘]) jZ]_ Z]( J ) 1 ) ’ ) )

=1 . 2
J rj =

0,7=1...,n

Fur hinreichend kleines > 0 definiert jede Indexmenge, die eine Basislésung der
AufgabeP definiert, auch eine Basislésung der Aufgé&heaund umgekehrt. Aul3er-

dem tritt in der gestorten Aufgabe keine Ausartung auf. DieS¢drung wird aber

nicht explizit ausgefihrt, sondern symbolisch gedacht. Auf Einzelheiten soll hier
nicht weiter eingegangen werden.

Im Rahmen von Programmsystemen gibt es verschiedene numerisch bessere Varian-
ten der Simplexmethode als die hier dargelegte. Wir haben hier nur eine Laborvari-
ante der Simplexmethode besprochen. Als verkaufsfahiges Software-Produkt muss
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diese Methode noch mit numerisch effizienten Methoden der linearen Algebra ange-
reichert werden.



Kapitel 4

Implementation der naiven
Simplexmethode

Die im folgenden beschrieben@++-Klasselo Simplex st eine einfache Imple-
mentation der Simplexmethode zum LdOsen linearer Optimierungsaufgaben. Dabei
darf die zu l6sende Aufgabe in Normalform oder in Standardform vorliegen. Un-
ter der Normalform einer linearen Optimierungsaufgabe soll eine Formulierung des
Problems in der Form

n
opt Cjx;j
2

verstanden sein; entsprechend ist

n
opt CjT;j
1z

die Standardform (opt { max min}). In der Implementation wird ein reduziertes
Rechenschema verwendet. Die implementierten Simplexmethoden erfordern keine
zulassige Basislosung. Falls fur die Normalform der Nullpunkt nicht zulassig, also
mindestens eine rechte Seite negativ ist, wird in allen Restriktionen mit einer ne-
gativen rechten Seite eine Hilfsvariable eingeflhrt (in allen die gleiche) und die so
erweiterte Aufgabe gelost:

n

< . > .
Zaijxj:bi, i=1,...,m, ij,j—l,...,n}
J=1

n

. > .
Zaij:vj:bi, i=1,...,m, ij,j—l,...,n}
J=1

n
< .
n Z AjjTj— 8iTptl = bj,1=1...,m,
opt Z CjTj — N:I}n+1 j=1
J=1

2

T 0,75=1....n

Hierin ist s; = 1, falls b; < 0; sonst gilts; = 0. Die Zahl N stelle man sich als
hinreichend grof3 vor; sie wird explizit nicht bendtigt. Hat in der gefundenen opti-
malen LOsung die Hilfsvariable einen positiven Wert, ist der zulassige Bereich der

27



28 KAPITEL 4. IMPLEMENTATION DER NAIVEN SIMPLEXMETHODE

ursprunglichen Aufgabe leer. Von diesem Trick merkt der Nutzer jedoch nichts.
Wahrend die Aufgabe in Normalform mit einer primalen Simplexmethode gel6st
wird, ist flr die Aufgabe in Standardform ein Primal-Dual-Algorithmus implemen-

tiert, bei dem die Gleichungsauflésung mit der Optimierung verknupft ist. Wah-
rend des Losungsprozesses werden die den Gleichungen entsprechenden Spalten der
Nichtbasisvariablen aus dem Rechenschema gestrichen.

Die Klassdo_Simplex bendtigt das SystelnS, das Uber die Homepage des Au-

tors kostenfrei erhéltlich ist. Mit ihm ist der Modellaufbau wesentlich beschleunigt.

Ein Beispielprogramm:

II: $CC -0 beispiel3 beispiel3.cpp $SOPTIONS -Im
#define Is_REAL float

#include "lo_Simplex.h"

int main()

{ Is_UINT m=4, n=3; Is_REAL zfwert;

/I Aufbau der Zielfunktion ¢, der Restriktionsmatrix A

/I und der rechten Seite b mit den LS-Klassen.

/[ Es geht um die Aufgabe:

Il max{2x-3y+z | 2x+ y- z <= 5, X- y- z <= -2,

/1l -X+2y+3z <= 10, 2x-2y+3z <= 8, x,y,z >= 0 }

Is_Matrix A(m,n); Is_Vector c(n), b(m), x(n);
c[0]=2., c[1]=-3., c[2]=1.;
A[0][0]=2., AJO][1]=1., AJO][2]=-1.,
A[1][0]=1., A[1][1]=-1., A[1][2]=-1.,
A[2][0]=-1., A[2][1]=2., A[2][2]=3.,
A[3][0]=2., A[3][1]=-2., A[3][2]=3;
b[0]= 5., b[1]=-2., b[2]=10., b[3]=8.;
lo_Simplex B(c,A,b); /I Modelldeklaration
B.max_with_inequalities(zfwert, x)>>"";
/[ Optimierung: Ruckkehrwert ist ein m-Vektor,
/I der die Erfullung der Restriktionen zeigt.

x>>"" /Il Anzeigen der LOsung
cout<<"optimal value: "<<zfwert<<endl;
return O;

}

Die zugehdrigdn-Datei liefert weitere Informationen.

#ifndef LO_SIMPLEX

#define LO_SIMPLEX

#include "lo_names.h"

#ifndef LS_MATRIX

#include LS_MATRIX_H // LS-System wird bendtigt!
#endif
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/*

Naive Simplexmethode (Ohne numerische Ansprichel):
Man maximiere/minimiere (c,X) unter
Ungleichungsbedingungen Ax<=b, x>=0

oder unter Gleichungsbedingungen Ax=b,x>=0:

*/

class lo_Simplex
{ protected:
Is_Matrix A, T,; /' Problem-Matrix und Simplex-Tableau
Is_Vector c, b; /I ZF- und rechte-Seiten-Vektor
Is_arrayl<int> basis, nbasis;
/I Indices der Basis-, Nichtbasisvar.
char ONAME]ls_len]; /I Objektname
public:
char *name, *A_name, *T_name, *C_name,
*b_name, *basis_name, *nbasis_name;
Il Zeiger auf Objektnamen
Is_ REAL eps; /I Genauigkeitsschranke
int it; I/l Anzahl der ausgefiihrten Iterationen
lo_Simplex(char *nam="lo_Simplex");
/I Standard-Konstruktor mit Objektnamen
lo_Simplex(Is_Vector &cc, Is_Matrix &AA,
Is_Vector &bb, char* ="lo_Simplex");
/I Datenibernahme; danach sind
/I die Objekte cc, AA, bb ohne Daten
lo_Simplex(lo_Simplex &);
const lo_Simplex& operator=(const lo_Simplex &);
Is_Vector min_with_inequalities(Is_REAL &zfw, Is_Vector &x);
Is_Vector max_with_inequalities(Is_REAL &zfw, Is_Vector &x);
/[ Modell in Ungleichungsform; auf x werden die optimale
/I Losung, auf zfw der optimale Zielfunktionswert abgeliefert;
/I Ruckkehrwert ist ein Vektor mit Erfullung der Restriktionen
lo_Simplex& min_with_equations(ls_ REAL &, Is_Vector &x);
lo_Simplex& max_with_equations(ls_REAL &, Is_Vector &x);
/[ Modell in Gleichungsform;
/[ es wird ein primal-dual-Algorithmus
/I angewendet.
Is_Vector balance(ls_REAL &zfw, const Is_Vector &x) const
{ Is_Vector r; r=b-A*x; zfw=c*x; return r;}
Il Zu einem gegebenen Vektor werden die
/I Erfillung der Restriktionen und der
/I Zielfunktionswert ausgegeben.
const lo_Simplex& write(ostream &) const;
/I Objektdaten-Ausgabe in eine Datei
lo_Simplex& read(istream &);
/I Objektdaten-Eingabe aus einer Datei
const lo_Simplex& operator>>(char *) const;
/Il Ausgabe in eine namentliche Dateli

29
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lo_Simplex& operator<<(char *);
/[ Eingabe aus einer namentl. Datei

3
#ifndef LO_LIB
#ifndef LO_SIMPLEXC
#include LO_SIMPLEX_C
#endif
#endif
#endif

Man erkennt insbesondere, dass in der Klasse neben Optimierungsmethoden auch
Methoden zur Bilanzierung, Ein- und Ausgabe des Modells in eine bzw. aus einer
Datei existieren. Der eigentliche Modellaufbau wird durch die Vektor- und die Ma-
trixklasse aus derhS-System unterstutzt.



Kapitel 5
Transportproblem

Ein Spezialfall der allgemeinen linearen Optimierungsaufgabe ist das Transportpro-
blem

4 m )
Y xij = aj, j=1...,n,
m n =1
. n
min 4 ZZcmxz’j S ay; = by i=1,...,m, ,
> F_ :
\ rij = 0, i=1,....m,j=1...,n |

unter der Bedingung des 6konomischen Gleichgewichtes

n m
Z a; = bi.
=1 i=
Wenn wir diese Aufgabe in der Standardform
min{ cx| Ax =b, :I:Zo}

schreiben, erhalten wir im Falle = 3,n = 4 das folgende SysterAx = b:

(11100000000 C 2] [ ag ]
00011100000 T1 as
00000011100 731 as
00000000011 110 | = | ag
10010010010 by
01001001001 T4 by
00100100100 T34 b3

Prinzipiell kbnnte man die Simplexmethode als Losungsmethode verwenden. Wegen
der speziellen Struktur der Koeffizientenmatrix wéare eine formale Anwendung der

31
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Simplexmethode aber ineffizient. Insbesondere sind die Transformationen der Koef-
fizientenmatrix zeitaufwendig und in diesem Falle auch unndtig, da ihre Werte O oder

1 bleiben. Wir werden hier eine Losungsmethode darstellen, die sich bei genauerer
Betrachtung als Spezialisierung der Simplexmethode fiir das Transportproblem dar-
stellt, aber unabhangig von ihr entstanden ist.

Jede Transportaufgabe hat eine zulassige Lésung, z. B.

biaj
n Y

2 Gy
j=1

Tij =

was man durch Einsetzen sofort verifiziert.
Die Dualaufgabe lautet hier

m

n
max{ z a;jvj + b;u;
J=1 ‘

1=

< T N
Ui + V5 = Cjj, Zl,...,m,jl,...,n}.

Man tberlegt sich leicht, dass der Rang der Koeffizientenmazkreiner Transport-
aufgabe hochstens gleieht m — 1 ist. Durch vollstandige Induktion zeigt man, dass
ihr Rang mindestens gleiel+m — 1 ist; also hat sie den Ramgt+ m — 1. Daher gibt

es eine zulassige Basislosung mit hochstesrsn — 1 positiven Komponenten. Wir
betrachten den Fall, dass bei jeder zuldssigen Basislosung genau— 1 positive
Komponenten vorliegen; andernfalls ist der Ausartungsfall eingetreten, zu dem wir
spater eine Bemerkung machen werden.

Die folgende einfache Methode liefert eine zulassige Basislosung:

1. Man wabhle eine beliebige Startvariablg;, aus.

2. FUFZZZ*,Z*—I—].,,m,l,,Z*—l,furj:j*,j*—Fl,,n,l,,j*—lfUhre
aus:
:C% = min(aj,bz-), a; = a; —SC%, bz’ = bi —:C%

5.1. Beispiel:

T11 T12 T13 T14| 12
21 T22 T23 w24 16
r31 32 133 34| 27|
8 30 5 12| |
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Wir starten miti, = 2, 7, = 3 und erhalten

0 012
5 11|16
0 1
5

27
12 |

Dabei bleiben die letzte Spalte und die letzte Zeile unverandert. @

Wir verwenden nun den Satz vom komplementaren Schlupf, um eine zulassige Ba-
sislt')sung(x?j) auf Optimalitat zu testen. Nach dem Satz muss gelten:

ui+vj=cy Vi, j: a:?j>0,

cij— (ui+vj) 20 Vi, j: :C% =0.

Das erste System hat+ m — 1 Gleichungen fumn +m Unbekannte, so dass man
einer Variablen einen beliebigen Wert geben darf; wir setzen stets0.
Wir geben eine Transportkostenmatrix vor:

v v2 vz va

w| 4 (1) 3 2
w| 1 2 (5) (6)]
uz| (3) (8 2 (4

Die markierten Daten definieren das duale Gleichungssystem:
urtvr=1 uzx4+v3=5 wuzx+wv4=06,

uz+v1=3, uz+v2=8, wuz+uvg=4

Daraus erhalten wir mit dem Anfang = 0:
vgzl, ug:7, 1)2:—3, 08:—4; ug:g’ Ug:_4.

Das Ergebnis, zusammen mit den Grbr&%n: Cij — (u?+@§’) tragen wir in ein
Schema ein:
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Das Rechenschema wird vervollstandigt, indem auch noch die Grg¥gmund der
Zielfunktionswert aufgenommen werden. An die Stellen ajit- (uf +v?) = O fiir

x?j > 0 schreiben wir in markierter Form die positivejj:

|4 14 -3] b
0] 8 12 7 5| 12
9|-4 -8 5 11| 16|
7
a

8 18 -1 1| 27
[ 8 30 5 12[29%

|

An dem Rechenschema erkennen wir, dass die aktuelle Duall¢sdngP) drei Re-
striktionen der Dualaufgabe nicht erfillt, namlich die Ungleichung&ni), (2,2)

und (3,3). Von diesen wird die zweite am schlechtesten erfullt; daher entscheiden
wir, dass die Nichtbasisvariable, zur Basisvariablen wird, also einen positiven
Wert erhalt. Dieser Wert muss nun so gewabhlt sein, dass wieder eine zulassige Basis-
|6sung vorliegt, also hochstenst m — 1 positive Komponenten in der Losung vor-
kommen. Dazu muss das verfugbare Transportaufkommen umverteilt werden. Die
Umverteilung darf offenbar nur so erfolgen, dass in jeder Zeile, in detgiliVert
erniedrigt wird, ein anderer erhoht werden muss; gleiches gilt fur die Spalten, da die
Zeilen- und Spaltensummen Uber die positivgprWerte konstant bleiben mussen.

Wir haben somit eine zyklische Umverteilung vorzunehmen. Wenn wir den Wert
von z2o erhdhen, ist z. Bx12 ein ungeigneter Kandidat flr eine Erniedrigung in der
gleichen Spalte, da in der 1. Zeile keine weitere Variable mit einem positiven Wert
vorkommt, die den Zeilenausgleich in der 1. Zeile ermdglichen kénnte. Folglich ist
nur der Wert vonez4 erhdhbar; damit ergibt sich zwangslaufig, dass der Wertrggn

zu erniedrigen ist. Ein Umverteilungszyklus ist gefunden, denn in jeder Zeile, in der
eine Erh6hung geschieht, wird auch erniedrigt; ebenso in jeder Spalte. Den wirklich
neuen, positiven Wert der Variablen erhalten wir aus den Forderungen, dass einer-
seits alle Variablen;; nur nichtnegative Werte und andererseits hochsiens: — 1
Variable einen positven Wert haben dirfen. Daraus schlielRen wir: Die neue Nicht-
basisvariable erhalt als Wert das Minimum aller jener Werte von am Zyklus beteilig-
ten Variablen, deren Werte erniedrigt werden mussen. In unserem Falle folgt daraus
x22 = 11. Diesen Wert hat die Variables. Damit entspricht der Umverteilung in
diesem Falle der Austausch der Basisvariablgigegen die Nichtbasisvariahile,.

Das neue Rechenschema enthalt zunachst die neue Basis(dé}yng’pie Ldsung

des zugeordneten dualen Gleichungssystems

Ui +v5 = ¢y, A l‘gj] >0
liefert zusammen mit den restlichen Grol3en

c;-j =c;j— (uj+v;) Vi,j: lej =0
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das vollstdndige Schema:

|4 1 4-3] b
0] 8 12 -1 5| 12
1| 411 5 8| 16|
7| 8 7 -9 12| 27

| 8 30 5 12187

Wir sehen, dass flr die atuelle Duall6sung zwei Restriktionen verletzt sind: Jene mit
c13 und mitczz. Wahlen wirzzs als neue Basisvariable, so lautet der neue Zyklus:

L33, L32, L22, L23

mit z33 = 5 und dem sich daraus ergebenden Schema

|4 15 -3] b
0] 812 8 5| 12
1] 416 9 8| 16|
7
a

8 2 5 12| 27
[ 83 5 12[142]

|

Dieses Schema liefert uns eine optimale Losung der Transportaufgabe, da die duale
LOsung zulassig ist:

* * * * * *
T2 = 12, Lo = 16, Tr31 = 8, Tzp = 27 T33 = 5, T34 = 12,

alle anderen Variablen sind gleich 0; der optimale Zielfunktionswert ist gleich 142.
Verbal besteht die Methode aus den folgenden Schritten:

1. Man bestimme ein Anfangsschema mit einer zulassigen Basislosung.

2. Man wabhle ein Indexpadi., j.) mit ¢, . < 0; etwa

Tx Jx
/ : /
Falls kein solches Indexpaar existiert, liegt ein optimales Schema vor und die

Methode endet.

3. Man bestimme eine neue Basisldsung mittels Umverteilung, so dass die Nicht-
basisvariabler;, ;, Basisvariable wird und daflir genau eine Basisvariable zur
Nichtbasisvariablen wird (Finden eines Zyklus).

4. Man korrigiere die Dualldsung durch Lésen des neuen dualen Gleichungssy-
stems.
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5. Man korrigiere die neuen GroRej) mit z;; = 0.

Der Hauptaufwand dieser Methode liegt offenbar im Finden eines Zyklus. Numeri-
sche Probleme treten hier nicht auf, da man im Bereich der ganzen Zahlen rechnet.
Abschliel3end noch eine Bemerkung zur Ausartung. In der Methode tritt Ausartung
auf, falls eine Basisvariable den Wert 0 hat, also wenigemalsm — 1 positive
Komponenten in der aktuellen Basislésung vorliegen. Dieser Fall 1&sst sich dadurch
ausschlief3en, dass man zu einem gestorten Problem Ubergeht, in dem man die Zahlen
a; durcha; —e, j =1,...,n und die Grol3é,, durchb,, —ne mit einem hinreichend
kleinene > 0 ersetzt. Sind alle Daten,b; ganze Zahlen, so ist

£ < 1
2n
eine richtige Wahl. Naturlich wird die Stérung der rechten Seite nicht explizit aus-

gefuhrt, sondern bei Auftreten der Ausartung virtuell vollzogen.



Kapitel 6
Ubungen

1. Eine Firma stellt 2 Produkt&y, P, her und moéchte ein weiteres Produks
herstellen, das gegenubgy und P, den doppelten Gewinn pro Tonne ein-
bringt. P; und P> bringen jeweils eine Gewinneinheit pro Tonne. Die Produk-
tion von P; und P, soll mindestens 14 Gewinneinheiten bringéh.und Ps
benotigen pro Tonne jeweils eine Einheit des Rohstoffes 1, wovon 12 Einhei-
ten verfigbar sindP; umd P3 bendtigen pro Tonne jeweils eine Einheit des
Rohstoffes 2, von dem 10 Einheiten vorhanden sind.

Man bestimme die Produktmengen so, dass der Betrieb einen maximalen Ge-
winn erwirtschaftet.

2. Man stelle fur die folgende Aufgabe ein mathematisches Modell auf:

Ein Schiff mit einer Ladefahigkeit von 7000t, einer Laderaumkapazitat von
10000 n? soll 3 GiiterG1, G2, G5 in solchen Mengen laden, dass der Fracht-
ertrag moglichst grol3 wird. Die Tabelle enthalt fir jedes Gut die verfligbare
MengelM in t, den benétigten Laderau® in m3/t und den Frachtertrag in

in DM/t.

| G1 Gy  G3

M | 3500 4000 2000

R|12 11 15

F | 25 30 35

3. Ein Konfektionsbetrieb bekommt Stoffballen von 200 cm Breite geliefert. Dar-
aus sollen zur Weiterverwendung mindestens 30 Ballen von 110 cm Breite, 40
Ballen von 75 cm Breite und 15 Ballen von 60 cm Breite hergestellt werden.
Der Stoffballenverbrauch soll méglichst gering werden. Hierflr stelle man ein
mathematisches Modell auf.

37
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4. Man lose folgendes Optimierungsproblem grafisch:

r1+ 272 = 8,
<
max{ 2x1+ 3x2 2r1+ 12 z 10,
.:Uz = 3,
1,72 = 0O

5. Fur welche Werte von (a € R) hat das lineare Optimierungsproblem keine,
genau eine bzw. unendlich viele Losungen?

—r1+x2 = 2,
<
min{ —x1— a2 1 2 < 4
—ar1+r2 = 3,
1,72 = 0

6. Man lose folgende Optimierungsprobleme:

(@)

—r1+x2 = 3,
min< —2r,— 2 x1— 212 = 2,
r1,22 2 0
(b)
2r14+12—3r3—14+25 = 4,
—x1+ T2+ 23— 204+ = 4,
max]g 3r1—x2+x3+ T4 i+ 2vstratar = 4
T1,...,27 z 0
(c)
( r1—2r3 = O, )
3r1—x2—4x3 = 0,
min< z1+x2 —x3 r1+2ry Z 10, »
ro+ 3x3 Z 4,
>
. .T]_,.I'Z,.I'g = O )
(d)
r1t+a2—a3—14 = 4
21+ 3r2—13— 284 = 9,
max{ 2x1—x2+ 23 T+ 204 > 3
r1,...,24 z 0
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(€)

6r1+z, = 18
. r1+4x2 z 12
min< 12r1+6 10 ’
1+ 0r2+ 2x1+ T2 Z 10,

r1,720 = 0O

7. Man bestimme alle Losungen der Aufgabe:

maX{?)xz—a;‘g|0§x1—2§x2—3§1‘3—4§7}

8. Man beweise, dass die Simplexmethode bei der folgenden Aufgabe nicht en-
det:

xr—2y—3z+4s
Ay —3y—2z+s
r+y+z+s
,Y,%,8

maxq r—y+z—s

IV A IA ITA

oOr oo

9. Man lose das Transportproblem

Vi Vo V3
30 10 20
Fq 200 1 4 2
Er, 40| 2 3 1

(a) mit dem Simplex-Algorithmus,

(b) mit dem Transport-Algorithmus.

10. Man lése das Transportproblem:

Vi Vo V3 Vj
1 6 3 4
Fi 514 3 6 8
E, 3|2 5 2 1
Fs 6/1 3 3 4
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11. Man l6se das folgende Optimierungsproblem mit dem Transport-Algorithmus:

a1 a2 a3z a4
1 1 1 1
b 118 5 4 4
bp 1|5 4 2 2
b3 1|5 2 5 2
by 114 2 2 3
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