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Vorwort

Diese Vorlesung halte ich seit dem Jahre 1985, dem Beginn des Studienganges Infor-
matik an der damaligen Otto-von-Guericke-Hochschule in Magdeburg. Auf Drangen
mehrerer Kollegen aus der Informatik habe ich im Sturmherbst des Jahres 1989 mit
der Niederschrift begonnen. Im Jahre 1993 entschied ich mich unter dem Druck der
neuen Medien, dem Manuskript die vorliegende Form zu geben.

Im Laufe der Jahre wurden die einzelnen Teile mehrfach Uberarbeitet. S@ gibit e

dem Jahre 2000 Programme zu einigen Algorithmen (Uber meine www-Seite bezieh-
bar); dabei wurde keine Vollstandigkeit angestrebt.

Der mathematische Inhalt der Vorlesung ist weitgehend klassisch; er gehdansbe
dere auf eigene Mitschriften wéhrend des Studiums und meine nun mehr als drei
Jahrzehnte wahrende Lehrtétigkeit zuriick. Dankbar erinnere ich mich an desinter
santen Logik-Vorlesungen, die KCBROTERIN den 60-er Jahren an der Humboldt-
Universitat gehalten hat; seine Sicht und Darstellung haben die meine gejuagt.

der von Schroter gefuhrten Berliner Logikschule ging Gs&Rhervor, der Schro-

ters Intensionen fortflihrte und in Teubner-Bichern zur Aussagen- und Pradikatenlo-
gik eine schriftliche Form gegeben hat, die hier eingeflossen ist. Der hieonfi-

gende Text enthélt das 4. Kapitel der Gesamtvorlesung.

Der Text ist kein Ersatz fir die Vorlesung, was der geneigte Interessent beim Le
sen bald merken wird. Neben der Vermittlung von grundlegendem, mathematische
Wissen besteht das Ziel der Einfuhrung nicht vorrangig im Beschreiben und Uben
mathematischer Techniken, sondern im Erlernen der mathematischen Denk- und
Ausdrucksweise, treu dem Grundsatz: Nicht das Ziel ist das Leben, sondern der Weg,
auch dann, wenn man das Ziel verfehlt. Das Wesen der Mathematik bestehhnicht
ihren Resultaten, sondern in den Methoden, mit denen sie erreicht werden.

Von Studenten und Kollegen habe ich vielfache Unterstiitzung erhalten, wofir ich
mich herzlich bedanke. Besonders méchte ich Frau Bianca Truthe hervorheben, die
die Zeichnungen (einschlieBlich der Mathematiker-Ubersicht auf der Zeitkarte
gefertigt, das gesamte Manuskript kritisch korrigierend studiert und wedeath

der technischen Gestaltung mitgewirkt hat; fruchtbare Streitgespraciier imaben

zu Veranderungen der Darstellung gefuhrt, die auch als Verbesserungen anzusehen
sind. Die Ubungsaufgaben wurden wesentlich von Frau Ute Forster zusammenge-



\Y;

stellt; sie konnte dabei Sammlungen meiner anderen Ubungsleiter verwenden, wi
B. von Dr. Peter Szyler, Dr. Norbert Schieweck und Dr. Michael Schagledanke
ihnen allen.

Magdeburg, im Juni 2003

Horst Hollatz
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Kapitel 1

Aussagenlogik

1.1. Aussagen

Menschen haben die Fahigkeit, Verhaltnisse der Wirklichkeit in Aussagianmu-

lieren. Wir wollen hier nicht die philosophischen Schwierigkeiten diesezeSatis-
kutieren. Wir begnigen uns mit einem naiven Standpunkt: In gesprochenen Satzen,
in mathematischen, physikalischen, chemischen Formeln, in bildlicherteans

gen dricken Menschen etwas aus, was sie Aussagen nennen. Solche Aussagen haben
fur den Menschen eine grundlegende Eigenschaft: Sie behaupten, dass sich gewisse
Dinge der Wirklichkeit in gewisser Weise verhalten. Wenn sich die Dinge/iso
behauptet verhalten, sprechen wir von einer wahren Aussage, andernfallsvdagen

Die Aussage ist falsch. Formal sagen wir, dass eine Aussage dadurch vomandere
Objekten unterschieden wird, dass ihr der Wert ,wahr“ oder ,falsch® zugeordnet is
Dabei gelten zwei wesentliche Prinzipien:

Prinzip der Zweiwertigkeit: Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Prinzip vom ausgeschlossenen WiderspruchEs gibt keine Aussage, die sowohl
wahr als auch falsch ist.

Damit gibt es zwei Klassen von Aussagen: Die Klagseler wahren und die Klasse

F der falschen Aussagen. Wenn eine Aussdgeur KlasselV gehdrt, sagen wir:
AussageA hat den Wahrheitsweft’; entsprechend im anderen Falle. So hat die
Aussage ,2 ist die gerade Primzahl“ den WahrheitsWwErtwahrend die Aussage

»11 ist eine gerade Zahl“ den Wahrheitsweérhat. Ausdrucklich sei angemerkt: Die
Frage, ob und wie man von einer Aussage entscheiden kann, welchen Wahrheitswert
sie hat, bleibt offen. Aus dem taglichen Umgang mit Aussagen wissen ws, das
man mittels Bindewoértern neue Aussagen bilden kann. In dem noch aufzubauenden
formalen Apparat werden die Bindewoérter durch Operatoren modelliert. Ehesol

1



2 KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK

Operator heil3Aussagenfunktion Die ublichen sind folgende, falld, B beliebige
Aussagen darstellen:

Negation: nicht A4,

Konjunktion: A undB,
Alternative: A oderB,

Implikation: wennA, soB,
Aquivalenz: A genau dann, wenf.

Die Negation ist eine einstellige Aussagenfunktion; die tbrigen klassischesaAus
genfunktionen sind zweistellig. Die Alternative wird oft audisjunktion genannt.
Allgemein ist einen-stellige Aussagenfunktioreine Abbildung, die jedem-Tupel

von Aussagen genau eine Aussage zuordnet. Bei den obigen klassischen Aussagen-
funktionen hangt der Wahrheitswert der Bildaussage aussschlief3lich von den Wahr-
heitswerten jener Aussagen ab, aus denen das Bild entstanden ist. Solcageiuss
funktionen heil3emxtensional Hier werden wir nur extensionale Aussagenfunktio-
nen betrachten.

Zu mehrstelligen, extensionalen Aussagenfunktionen kommt man z. B. dadurch, dass
man in Aussagen der Form ,nicht’, , A oder B* usw. fir A und B wieder Aus-
sagen einsetzt, die ihrerseits aus klassischen Aussagenfunktionen aufgetaut si
Dies nennt marsuperposition Zwei n-stellige Aussagenfunktionem, a, heif3en
logisch &quivalent wenn fur allen-Tupel (A1,...,A;) von Aussagen die beiden
Aussagemni(As,...,A,) und az(Asg, ..., A,) den gleichen Wahrheitswert haben,
Die logische Gleichwertigkeit von Aussagen ist offensichtlich eine Adeharela-

tion. Die Aquivalenzklassen abstrahieren von allen Eigenschaften dergearsbis

auf ihren Wahrheitswert. Jederstelligen, extensionalen Aussagenfunktion ist ge-
nau eine Funktion zugeordnet, die jederiupel von Wahrheitswerten genau einen
Wahrheitswert zuordnet; diese Funktion heilstellige Wahrheitsfunktion. Jede
n-stellige Wahrheitsfunktion reprasentiert genau eine AquivalenzklassstSore-

chen den klassischen Aussagenfunktionen die folgenden Wahrheitsfunktionen:

e Negation— not: no{W) = F', not(F') = W,
e Konjunktion— and:

andW, W) =W, andW, F) =and F,W) =and F,F) = F,

e Alternative— or: or(F, F') = F, orf(W, W) = or(W, F) = or(F,W) =W,
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e Implikation — seq;:
sedW,F)=F, seqW,W)=sedF,W)=sedF,F)=W,

e Aquivalenz— aq: adW, W) =aq F,F) =W, aqW,F)=aqF,W) =F.

Sehr gebrauchlich zur Darstellung von Wahrheitsfunktionen ¥atrheitstafeln,
die wir bereits als Operationstafeln in der Algebra kennengelernt haben:

A | notA A | B |and A, B) A | B |or(A,B)

wW| F W \|w W w|w W

Fy W W | F F : W | F w
F W F F W W
F | F F F | F F

A B |sedA,B) A B |aqA,B)

w W W w W W

W F F , W F F

F W W F W F

F F w F F W

Entsprechend ist der Superposition von Aussagenfunktionen eine Superposition von
Wahrheitsfunktionen zugeordnet, z. B. entspricht der Aussage

e (WennA, soB) genau dann, wenn (wenn nicBt so nichtA)
die Wahrheitsfunktion
e aq(sedgd, B),seq(notB,not A)).

Zu jeder naturlichen Zahl gibt es genau’2n-Tupel von Wahrheitwerten; jeden:
Tupel kann maiV oderF’ zuordnen; damit gibt es genad' 2:-stellige Wahrheits-
funktionen, die wir mit®} (1=k = 22"} bezeichnen. Bei einer lexikographischen
Ordnung stellen wir stetd” vor F', so dass damit die Wahrheitsfunktionen geordnet
sind.

1.2. Ausdriicke

Um Aussagen einer mathematischen Untersuchung zuganglich zu machen, ist eine
strenge formale Definition des Begriffes Aussage als mathematischekt @bje

tig. Zur formalen Darstellung von Ausdriicken benutzen wir folgende Grundzeichen
(atomare Zeichen):
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das Zeichen, das wir einstelligen Funktor nennen,

die Zeichem\, Vv, —, «, die wir zweistellige Funktoren nennen,

die technischen Zeichen (,),

eine Mengevar von Zeichen, die durch, q,r,s,t,... (eventuell mit Indices)
reprasentiert sind und Variable genannt werden.

Anstelle des Wortes Funktor findet man oft auch die Bezeichnung Junktor. Die Men-
ge aller Grundzeichen nennt mAfphabet. Sie besteht bis auf die technischen Zei-
chen aus der Mengin aller Funktoren und der Menger aller Variablen. Eine
Variable nennt man aucdhussagenvariable, Wahrheitsvariable, boolesche Varia-

ble. Die Bezeichnung der Zeichen ergibt sich aus ihrer spateren Verwendung. Eine
beliebige Aneinanderreihung von Zeichen der obigen Art nennen wir ein Wort. An-
stelle von Funktor findet man auch die Bezeichnung Junktor. Bei gegebenem Wort
bezeichnen wir mitar(w) die Menge aller im Wortv vorkommenden Variablen und

mit fun(w) die Menge aller inv vorkommenden Funktoren. Die meisten der durch
Aneinanderreihung erzeugten Worter werden uns ,sinnlos” erscheinen. Aus ihnen
haben wir mittels einer geeigneten Definition solche Ausdriicke zu selakireon
denen wir im weiteren Fortgang der Untersuchungen erkennen werden, dass sie al
Hilfsmittel zur formalen Wiedergabe von Sachverhalten dienen kénnen.iivit e
induktiven Definition sagen wir nun, wann ein Wort éiasdruck sein soll:

1. Atomare Ausdricke: Jede Variable ist ein Ausdruck.

2. Abgeleitete Ausdricke: Sind, B Ausdricke, so sind die folgenden Worter
Ausdricke:

-A, (AANB), (AVB), (A— B), (A< B).

3. Ein Wort A ist genau dann ein Ausdruck, wenn es eine natirliche Zajiibt,
so dass man das Wort durekhmalige Anwendung von 2. aus den Variablen
gewinnen kann.

Mittels dieser induktiven Definition kann man in endlich vielen Schritten pedem
aus den Grundzeichen aufgebauten Wort entscheiden, ob es ein Ausdruck ist oder
nicht. Die Anzahl solcher Schritte nennt maasdrucksstufe Es sei etwa das Wort

(pAg) —r)—=((p—(¢—71)))

gegeben. In der folgenden Tabelle geben wir an, auf welche Arten das Wort in die
Form (A — B) bzw. (A A B) aufgespalten werden kann:
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( A B )
1 ( (p ANlg—r)—=((p—(@—=71))|)
2 ( (pAq) —|r)—=((p—=(@—=(@—71))|)
3 ( (pAg) —T) — (p—(g—r)) )
4 (| (@rg—r)—=((p |— (q—r)) )
S ([pAng)—r)—=(p—(q|— 7)) )

Wir haben zu untersuchen, in welchen Fallkknder B kein Ausdruck ist. Man sieht
leicht, dass im Falle X kein Ausdruck ist; in den anderen Fallen stellt man durch
Aufspalten vonB fest, dass3 kein Ausdruck ist. Dagegen ist

(((pAg) = 1) = (p—(g—71)))

ein Ausdruck. Fir das automatische ldentifizieren von Ausdriicken ist es hdsser
eine explizite Charakterisierung von Ausdriicken zu verfigen. Eine solche ist die
folgende.

1.1. Satz:Ein Wort A ist genau dann ein Ausdruck, wenn die folgenden Bedingungen
simultan erfullt sind:

1. Das WortA beginnt mit einer Variablen oder mit oder mit(.

2. Auf eine Variable oderfolgt in A nichts, oder) oder ein zweistelliger Funktor.
3. Auf( oder einen Funktor folgt itd eine Variable oder oder (.
4

. Die Haufigkeiten des Auftretens von zweistelligen Funktoret, imon ( und
von) stimmen Uberein.

5. An jeder Stelle iM, an der( steht gilt: Es beginnt ein TeilwoB, in dem die
Haufigkeit des Auftretens vdmgleich der Haufigkeit des Auftretens vpist,
und in dem kirzestens derartigen Teilwsrist dies gleich der Haufigkeit des
Auftretens von zweistelligen Funktoren.

Mit dieser expliziten Charakterisierung eines Ausdrucks entscheidet mam, siafss

das obige Wort kein Ausdruck ist. Zur Einsparung von Klammern vereinbaren wir,
dass beim Aufschreiben von Ausdriicken die Aul3enklammern weggelassen werden
durfen; aul3erdem soll folgende Trennungsreihenfolge geltern:,V, A. Im Inter-

esse einer besseren Lesbarkeit verwenden wir beim Notieren von Ausdlréicke
stelle der runden Klammern auch eckige und geschweifte. Hiernach kénnen wir den
letzten Ausdruck auch in der Form

(pAg—1)—=[p—(¢—1)]

schreiben.
Fur die Auswertung von Ausdrticken auf dem Rechner ist es sicherlich zweckmalig,



6 KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK

eine klammerfreie Schreibweise von Ausdriicken zu verwenden. Hier dargwia
schen einer Préafix- und einer Postfixnotation wahlen. Als Grundzeichen werden ne-
ben den Variablen nur noch Zeichéij fur n-stellige Funktoren bendtigt. In dieser
Schreibweise lautet die induktive Definition von Ausdriicken in der Prafixnotation
folgendermalien.

1. Jede Variable ist ein Ausdruck.

2. Sind Ay, ..., Ay Ausdriicke und ist}" ein m-stelliger Funktor, so ist auch
F"Ap... Ay, ein Ausdruck.

3. Zujedem AusdrucH gibt es eine nattrliche Zahlderart, dass man ihn durch
n-malige Anwendung von 2. aus den Variablen gewinnen kann.

Wir bezeichnen etwa die obigen Funktoren mitK, A,C, E. Dann schreibt sich

z. B. der Ausdruck-(—p A —q) <> pV g in der FormEN K NpN qApq. Ohne Beweis
bemerken wir noch, dass sich bei dieser Schreibweise leicht entschesdemkiein
Ausdruck vorliegt. Dazu ordnet man einem aus Variablen und Funktoren aufgebau-
ten Wort eine endliche Zahlenfolge zu: Jeder Variablen wird die Zahl 1 und jedem
n-stelligen Funktor die Zahl + n zugeordnet. Sodann bilde man von rechts nach
links zu dieser Zahlenfolge die zugehorige Partialsummenfolge. Man kann zeigen,
dass ein gegebenes Wort genau dann ein Ausdruck ist, wenn die zugordnete endliche
Partialsummenfolge mit der Zahl 1 beginnt und nur positive Zahlen enthalt.

Es sei im folgenden? die Menge aller Ausdriicke. Eine Abbildung die jeder
Variablen genau einen Wahrheitswért oder F' zuordnet, hei3Belegungder Va-
riablen mit Wahrheitswerten. Bei einer Belegung wird also stets M#iablen ein
Wahrheitswert zugeordnet, unabhangig davon, ob sie in einem Ausdruck vorkom-
men oder nicht. Bel gegebener Beleguagoénnen wir jedem Ausdruckd € ¥
einenWahrheitswert ww( A, «) zuordnen; dieser wird induktiv definiert:

1. Atomare Wahrheitswerte: Fur jede Variaplgilt: ww (p,a) = a(p).
2. Abgeleitete Wahrheitswerte: Sind B Ausdricke, so ist

WwW(—A, ) = not Ww( A, o),

WW(AA B,a) =andww(A,a),ww(B,«a)),
WW(A\/B,Q{)—OT'( ( ) (Bva»:
WW(A — B,a) =seqww(A,a),ww(B,«)),
WW(A « B,a) =agww(A,a),ww(B,«a)).

Fur jeden Ausdruck kann der Wert nach dieser Definition in endlich vielen Sahrit
berechnet werden; er hangt nur von den Werten jener Variablen ab, die im Ausdruck
wirklich vorkommen. Es gilt das
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1.2. Koinzidenzlemma der AussagenlogikEur jeden Ausdruckd und je zwei Be-
legungenyy, ap Mit ag(p) = ao(p) fur alle p € var(A) gilt ww(A, ag) = ww(A, az).

Uber ww(A4,«) entspricht jedem AusdrucK eine Superposition von klassischen
Wahrheitsfunktionen und umgekehrt. So gilt z. B.

WW(p — q < =g — —p,a) = aq(seal(p), a(q)),seq(not(q), notx(p))).

Das gibt uns das Recht, den einstelligen Funkioals Negation, den Funktox

als Konjunktion, den Funktow als Alternative (Disjunktion),— als Implikation

und < als Aquivalenz zu bezeichnen. Wir werden diese Bezeichnungen auch fur
solche Ausdriicke verwenden, die ausschliel3lich den entsprechenden Funktor ent-
halten. Wir nennen einen Ausdruck erfillbar , wenn es eine Belegung mit
Ww(A,«) = W gibt und sagena erfullt A. Mit erf(.Z, a) bzw. erf(a) bezeichnen

wir die Menge aller Ausdriicke, die durch die Belegumgerfillt werden. Durch
Ruckgang auf die Definition erhalt man z. B.

—Acerf(a) <= Ad¢erf(a)

(AAB) €erf(a) <= A €erf(a) undB € erf(a),

(AV B) cerf(a) <= A€ erf(a) oderB € erf(a),

(A— B) €erf(a) < ausA € erf(a) folgt B € erf(a),

(A< B) €erf(a) <= A € erf(a) genau dann, wenB € erf(a).

Mit erf(.£) bezeichnen wir die Menge aller erfillbaren Ausdriicke, d. h. die Verei-
nigung aller Mengeerf(.Z,a). Inerf(.Z) gibt es eine wichtige Teilmenge, namlich
die Menge aller jener Ausdriicke, die von jeder Belegung erfullt werden. Diese A
dricke nennt man allgemeingiltig. Genau: Ein Ausdrdckeil3tallgemeingdiltig,
wenn bei jeder Belegung gilt:

ww(A,a) =W.

Mit ag(.Z) bezeichnen wir die Menge aller allgemeingtiltigen Ausdriicke. Daneben
gibt es noch unerfillbare und neutrale Ausdricke. Ein Ausdrutiei3tunerfill-
bar, wenn bei jeder Belegung gilt

ww(A,a) = F.

Es seuf(.Z) die Menge aller unerfillbaren Ausdriicke. Schliel3lich nennen wir einen
AusdruckA neutral, wenn zwei Belegungen, a» existieren mit

WW(A,a1) =W, wWw(A az)=F.
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Entsprechend seit(.Z) die Menge aller neutralen Ausdriicke. Wenn aus dem Zu-
sammenhang Klar ist, welche Ausdrucksmerfjeer Untersuchung zugrunde liegt,
lassen wir sie bei diesen Teilmengen weg. Offenbar ist jeder allgemegeyus-
druck auch erfillbarag C erf. Auch jeder neutrale Ausdruck ist erfullbat: C erf.

Die Menge der erfiillbaren Ausdriicke zerféllt in zwei elementfremdamBgigen,

die allgemeingultigen und die neutralen Ausdruicke:

erf =agUnt, agnnt=0.

Ein AusdruckA ist genau dann allgemeingultig, werm unerfillbar ist:
uf ={Ae ¥ |-Acag}, ag={AcZ|-Acuf}

oder einfach
ag = —uf.

Ein AusdruckA ist genau dann erfillbar, wenn der AusdrueKk nicht allgemein-
gultig ist:

eff={Aec Z|-Ad¢ag}
oder
erf =—(Z\ag).

1.3. Satz:Fur allgemeingdiltige bzw. erfiillbare Ausdrticke gelten die folgenden Be-
ziehungen.
1. (ANB)€ag<= AcagundB € ag.
WennA € ag oder B € ag, SO ist(AV B) € ag.
WennA — B) € ag, so gilt: AusA € ag, folgt B € ag.
Wenn(A < B) € ag, so folgt: A € ag <= B € ag.
Aus(A N B) € erf folgt A € erf und B € erf.
(AV B) € erf genau dann, wenA € erf oder B € erf.

o gk WD

Beweis:Samtliche Eigenschaften zeigt man durch Riickgang auf die Definition. Bei-
spielhaft wahlen wir die 3. Eigenschaft aus. Es (séi— B) € ag, A € ag. Neh-

men wir an, das$3 ¢ ag gilt. Dann gibt es eine Belegung mit ww(B,«) = F.
Wegen wwA,a) = W folgt damit aus der Wertetabelle fur die Implikation, dass
ww(A — B),«) = F sein muss, was der Voraussetzung widerspricht. In analoger
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Weise verifiziert man die anderen Beziehungen. *

Die dritte Eigenschaft hat eine besondere Bedeutung: Man nenAbsiennungs-
regel, weil sie formal gesprochen wie folgt interpretiert werden kann: Aus einem al
allgemeingultig erkannten Ausdruck der Fofrh — B) kann man den Ausdruck
abtrennen, falls dieser allgemeinguiltig ist und erhalt so den allgemeingiikige-
druck B:

(A— B)€ag,Acag — DBcag.

Ein wichtiges Mittel zur Produktion neuer Ausdriicke ist Bimsetzungsregel Es
seienA, B Ausdriicke ung € var(A). Wir sagen, dass der Ausdruek durch Ein-
setzung vonB anstelle vorp aus dem Ausdruckl entsteht, wenmd’ gleich jenem
Ausdruck ist, den man dadurch erhélt, dass man die Varjabateallen Stellen ihres
Auftretens im Ausdrucld durch den AusdruclB ersetzt, in Zeichend’ = A(p|B).

1.4. Satz:Bei der Einsetzungsregel ist die Allgemeingultigkeit erblich:
WennA € agund B € .Z, so gilt A(p| B) € ag.

Beweis:Es seia eine beliebige Belegung der Variablehund B seien Ausdriicke,
p eine in A vorkommende Variable. Wir konstruieren augine neue Belegung/;

sie soll die Variableo mit ww(B, «) belegen und alle tbrigen Variablen in gleicher
Weise wiea. Dann gilt offenbar

Ww(A(p|B),a) =ww(A,a").
Nun ist aberA allgemeingiiltig, woraus wi, o) = W folgt, also
Ww(A(p|B),a) =W.

Da« eine beliebige Belegung war, foldt(p| B) € ag. *
Naturlich kann man die Einsetzungsregel mehrfach oder simultan anwenden. Alle
entstehenden Ausdricke sind allgemeingultig, sofern nur der erste es war.

1.3. Allgemeingultige Ausdricke

Die im letzten Abschnitt definierte Meng# aller Ausdricke ist innerhalb der Aus-
sagenlogik das abstrakte Analogon fur die Menge aller Aussagen einer Theorie. Um
dieses glaubwirdig zu untermauern, wollen wir zeigen, dass wichtige Beziehun-
gen zwischen Aussagen sich in abstrakten Relationen zwischen Ausdwiiekksm-
finden. In der Mathematik und anderen Wissenschaften verwendete Aussagen und
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Schlussweisen haben ihre Widerspiegelung in Eigenschaften und Relationen zwi-
schen Ausdricken. So entspricht dem Satz ,Jede Aussage ist entweder wahr oder
falsch” die Tatsache, dass der Ausdryck—p allgemeingultig ist:

(pV-p) € ag(L).

Wegen der Einsetzungsregel kann man fur die Variagbjeden AusdruckA ein-

setzen und erhalt, dass der Ausdrutk —A allgemeingdiltig ist. Das Prinzip vom
ausgeschlossenen Widerspruch ist durch den allgemeingltigen Ausdiuck-p)
reprasentiert.

Eine erste, sehr bekannte Beziehung zwischen Aussagen ist die Tatsachealass m
mit verschiedenen Aussagen das gleiche meinen kann; man sagt, die entsprechen-
den Aussagen sind semantisch aquivalent. Die semantische Aquivalenz kémnen wi
in der Aussagenlogik leicht modellieren: Wir sagen, dass zwei Ausdrdaked B
semantisch aquivalentind (in ZeichemA = B), wenn der Ausdruckd < B allge-
meingultig ist:

A=B <+ (A< B)ecag,
d. h. wenn fir jede Belegung gilt:
WW(A, ) =ww(B,«).

Man sieht, dass die semantische Aquivalenz eine Aquivalenzrelation isi. aiw
gemeingultige Ausdriicke sind sicher semantisch aquivalent, ebenso zwei bnerfil
bare:

A Beag — A=D0,

A Beuf — A=B.

Umgekehrt kann zu einem allgemeingultigen Ausdruck nur ein allgemeingultiger
semantisch aquivalent sein; entsprechendes gilt bei einem unerfillbaren:

Acag, A= B — Be€ag,

Aeuf,A=ZB = Beuf.

Mdoglichkeiten, semantisch &quivalente Ausdriicke zu produzieren, erschieBen
insbesondere dadurch, dass man untersucht, wie sich die semantische Aquivalenz
und die Funktoren vertragen.

1.5. Satz:Zwischen der semantischen Aquivalenz und den Funktoren gelten folgende
Beziehungen:
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1. Die Funktorem, v, < sind hinsichtlich der semantischen Aquivalenz kommu-
tativ und assoziativ, d. h. z. B. :

PAG=EqAp, pA(gAT)=(DAG) AT

2. Die Funktorem\, Vv sind idempotent:
PAP=Dp, pPVDP=p.

3. Es gelten die de Morganschen Regeln bzgl. der Funkterenv:
—(pAq) =-pVog, =(pVa)=-pAg.

4. Die Funktorem\, Vv sind gegeneinander distributiv:
pA(gVr)=(pAg)V(pAT),

pV(gAT)=(pVg A (pVr).
5. Der Funktor— ist rechtsdistributiv bzgl. aller zweistelligen Funktoren, z. B.

p—(gAr)=(p—gNp—r).

6. Es gilt diePramissenverschmelzung
p—P—a)=p—q

7. Es gilt diePramissenvertauschung
p—(@—r)=qg—(p—r).

8. Es qilt diePramissenverbindung
p—=(g—r)=pmAg) —r

9. Jede ImplikatiolA — B, in der A eine Konjunktion ist, kann als Alternative
von Implikationen dargestellt werden:

pAGg—=T=(p—=1)V(g—T).

10. Jede Implikatiom™ — B, in der A eine Alternative ist, kann als Konjunktion
von Implikationen dargestellt werden:

pVg—=r=(p—r)A(g—r).
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11. Die doppelte Verneinung eines Ausdrucks ist zum Ausdruck semantisch &quiva-
lent:

Die Beweise dieser Aussagen erhélt man durch Aufstellen der entsprenh®ate
heitstafeln.

Ein wichtiger Beweistrick in der Mathematik ist diontraposition (der indirekte
Beweis): Um eine Implikation zu beweisen, nimmt man an, dass die Behauptung
falsch ist und schliel3t daraus, dass mindestens eine der Voraussetzungeritilicht er
sein kann. Dieses Prinzip widerspiegelt sich in

p—q= g — .
AulRerdem gilt:
PAG=—(p— —q),

pVg=E-p—q=(p—q) —q,

p=q=pP—9N(qg—p)=-[p—q9 —(¢—p)]
Hiermit ist gezeigt, dass sich alle Standardfunktoren mitteisnd — aquivalent
ausdrucken lassen. Durch Rickgang auf die Wahrheitsfunktionen folgt: Durch die
Wabhrheitsfunktionen not und seq kdnnen alle Standardwahrheitsfunktionen ausge-
drickt werden. Andererseits sind die Standardfunktoren auch duroid A, aber

auch durch— und Vv semantisch aquivalent ausdriickbar. Dazu braucht man nur zu
zeigen, dass-» sowohl durch- und A als auch durch undV ausdrickbar ist:

“(pA—g) =p—q=-pVa.

Aus diesen Uberlegungen folgt insbesondere, dass wir die Funktorenmenge unserer
Sprache z. B. auf die beiden Funktoremnd A reduzieren durfen, ohne die Aussa-
gekraft der Sprache zu &ndern.

Zu jedem Ausdruck darf man einen allgemeingdiltigen konjunktiv hinzufiigen und
einen unerfillbaren alternativ, denn

Acag — ANBZ=B,

Acuf = AVB=BEB.

Die Aquivalenzen dirfen wir auch von rechts nach links lesen: In einer Konjunk-
tion darf man einen allgemeingultigen Ausdruck semantisch aquivalent weglas
In einer Alternative darf man einen unerfillbaren Ausdruck semantiscivalgnt
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streichen.

Jede semantische Aquivalenz fur eine Implikation der Fefrm: B liefert zwei
allgemeingultige Implikationen, denn aus= B folgt, dass(A <« B) € ag, was
(A— B) €agund(B — A) € ag nach sich zieht. Aus jeder allgemeingtiltigen Im-
plikation folgt eine Schlussregel. Ist namlich der Ausdruck- B allgemeingultig,

so gilt wegen der Abtrennungsregel fur allgemeingultige Ausdriicke: \Meang,

S0 B € ag. Wir geben einige allgemeingultige Implikationen und ihre entsprechen-
den Schlussregeln an.

1.
2.

Selbstimplikation: p — p € ag.

Pramissenbelastungp — (¢ — p) € ag.
Schlussregel:

Acag — B— Acag.

. Pramissenverschmelzung(p — (p — q)) — (p — q) € ag.

Schlussregel:

A—-(A—-B)cag = A—Beag.

Pramissenvertauschunglp — (¢ — r)] — [¢ — (p — 1)] € ag.
Schlussregel:

A—-(B—(C)cag — B—(A—-C)cag.

. Abtrennung: p — [(p — q) — q] € ag.

Schlussregeln:

Acag=— (A— B)— B¢€ ag,
AA— B €ag=— B € ag.

. Gewohnlicher Kettenschluss(p — q) — [(¢ — 1) — (p — )] € ag.

Schlussregeln:

A—Beag=— (B—C)— (A—C) € ag,
A—B,B—(Cecag=—A— (C €ag,
A— B,B—(C/Acag=— C € ag.

. Schliel3en aus einer Konjunktion pA ¢ — p € ag.

Schlussregel:

ANBeag — Aecag.
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8. Schlie3en auf eine Konjunktion (p — q) — [(p — 1) — (p — qAT)] € ag.
Schlussregel:

A—-BA—-C Acag — BACE€ag.

1.4. Aussagenlogische Normalformen
Es seivar,, eine Menge vom Variablen:

var, = {p1,...,Pn }-

Eine Elementarkonjunktion K ist ein Ausdruck der Form
AiNAN. .. NA,

mit A; = p; oderA; = —p;. Eine Elementarkonjunktion GberVariable ist demnach

ein konjunktiver Ausdruck, in dem jede Variable genau einmal entweder selbst oder
negiert vorkommt. Im Fallee = 3 gibt es die folgenden 8 Elementarkonjunktionen
uberp,q,r:

pAgAT), Ko(p,q,r)=(pAgA-r),

(p,q,7m) = (
Ki(p,q,r) = (pA—qAT), Kalp,q,r)=(pA-gA-T),
Ks(p,q,7) = (—pAgAT), Ke(p,q,7)=(-pAgA-T),
K7(p,q,r) = (—pA—gAT), Kg(p,q,r)=("pA—-gA-r).

Insbesondere gibt es gendun&rschiedene Elementarkonjunktionen. Eine Element-
arkonjunktion ist genau dann wahr, wenn jede negiert auftretende Variabtéund

alle anderen mit¥’ belegt sind. Folglich gibt es zu jeder gegebenen Belegudegr
Variablen ausvar,, genau eine Elementarkonjunktion, die bei der Beleguraen
Wert W annimmt. Diese kann man sofort angeben: Im Fallg;) = W wird die
Variable selbst und im Falle(p;) = F' wird die negierte Variable in die Element-
arkonjunktion aufgenommen. Umgekehrt gibt es zu jeder Elementarkonjunktion
genau eine Belegung der Variablen ausar,,, so dasg< den Wertll hat und alle
anderen den Werf'. Dazu wird jede inK negiert vorkommende Variable nmit und
jede andere mitV’ belegt. Jene Elementarkonjunktion, die bei gegebener Belegung
a den Wertl annimmt, heil3vverifizierte Elementarkonjunktion . Da es zu jeder
Belegungy genau eine durch verifizierte Elementarkonjunktion gibt, ist die Alter-
native Uber alle 2 Elementarkonjunktionen allgemeingultig; die Konjunktion tber
zwei verschiedene Elementarkonjunktionen ist unerftllbar. Somit reprassntier
Elementarkonjunktionen tbesr,, alle moglichen Belegungen dieser Variablen.

Kl b,q,
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Dual zur Elementarkonjunktion definieren wir zar,, eine Elementaralternative

als alternativen Ausdruck, in dem jede Variable genau einmal entwedet cd#rs
negiert auftritt. Eine Elementaralternative hat genau dann denANyerénn jede ne-
giert auftretende Variable mit dem Weit und alle anderen mit dem Weft belegt
sind. Bei gegebener Belegungnimmt genau eine Elementaralternative den \¥ert
an. Man nennt diese die duralfalsifizierte Elementaralternative; es ist gerade je-

ne Elementaralternativé; \ ...V A, mit A; = p;, fallsa(p;) = F und A; = —p;, falls
a(p;) = W. Umgekehrt gibt es zu jeder Elementaralternativigbervar,, genau eine
Belegungy mit ww(A, o) = F. Somit ist die konjunktive Verkniipfung allef' Ele-
mentaralternativen Ubefar,, unerfillbar; die alternative Verkniipfung von je zwei
verschiedenen Elementaralternativen ist stets allgemeingultig. Bgisé\ (var,,)

die Menge aller Elementarkonjunktionen Uber,, und entsprecheny (var,,) die
Menge aller Elementaralternativen. Addternative Normalform bezeichnet man
die alternative Verknipfung von beliebigen, verschiedenen Elementarkonjunktionen
ubervar,,. Zur formalen AbschlieBung nehmen wir als alternative Normalform noch
den unerfullbaren Ausdruck

(PLA—p1) V...V (Do A—pn)

hinzu. Indem wir alle Elementarkonjunktionen durchnummerieren, hat eine alterna-
tive Normalform die Form

K, (vary) V...V K (vary)

mit1=1, < ... <. = 2" Analog verstehen wir unter einkonjunktiven Normal-

form die konjunktive Verknlipfung aller Elemente einer beliebigen Teilmenge von
\V/(vary), wobei wir zur formalen Abschliel3ung als konjunktive Normalform noch
den allgemeingiltigen Ausdruck

(pLV=p1)A... A(PnV —pn)

hinzunehmen. Damit hat eine konjunktive Normalform die Gestalt
Ay (varp) AL N A (vary)

mit1=1; <... <. = 2" wobei die gleiche Nummerierung wie bei den Elementar-
konjunktionen verwendet wurde. Da jeder Teilmenge \tiRar,,) genau eine kon-
junktive Normalform entspricht, gibt es genatl Ronjunktive und auch? alterna-
tive Normalformen tUbevar,,.

1.6. Reprasentantensatz fir alternative Normalformen:Jeden-stellige Wahr-
heitsfunktion wird durch genau eine alternative Normalform reprasentiert.
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Beweis: Es gibt gleichvieln-stellige Wahrheitsfunktionen und alternative Normal-
formen Ubewar,,. Daher gentigt es zu zeigen, dass nicht zwei verschiedene alterna-
tive NormalformenV1, N, die gleiche Wahrheitsfunktion représentieren. Es sei also
K (var,) eine Elementarkonjunktion aug;, die nicht in/No vorkommt. Es gibt eine
Belegungy, durch dieK verifiziert wird; daraus ergibt sich

WW(N1, ) = W.
Nun erteilt aberr jeder anderen Elementarkonjunktion den Weralso muss
WW(No, o) = F

sein. *

Wir wollen nun die eine Wahrheitsfunktion reprasentierende alternative Nfonma
ermitteln. Offenbar nimmt eine alternative Normalforw tber var,, genau dann
bei einer gewissen Belegung den WertlV an, wenna verifizierende Belegung
einer in N vorkommenden Elementarkonjunktion ist. Die durShreprasentierte
Wabhrheitsfunktion ordnet also genau jenefTupeln (wy,...,w,) von Wahrheits-
werten den WertV zu, fur die die durchy(p;) = w;, i = 1,...,n definierte Bele-
gung verifizierende Belegung einer Elementarkonjunktion /sust. Daher erhalt
man bei gegebener Wahrheitsfunktidndie sie reprasentierende alternative Nor-
malform, indem man alle jene Elementarkonjunktionen alternativ verknupftndere
verifizierende Belegung die BedingungP(a(p1), ..., a(p,)) = W erfillt. Ist somit
®(wy,...,w,) =W, so gehdrt zur alternativen Normalform die Elementarkonjunkti-
ONAiA...NA, mit A; =p;, fallsw; =W undA; = —p;, fallsw; = F (i=1,...,n).
Beispiele:Die 3-stellige Wahrheitsfunktion, die genau den Tripeln

(W.W.W), (W, F,W), (F.F, F)

den Wertl/ und den anderen den Wértzuordnet, lautet
(pAGAT)V (PA=gAT)V (mp A=g A—r).

Die alternative Normalform
(P AGAT)V (P A=g AT)V (mp Amg A=)

reprasentiert jene 3-stellige Wahrheitsfunktion, die den Tripeln
(E,W,W),(F,F,W),(F,F,F)

den WertlV und den tbrigen 5 Tripeln den Wdrtzuordnet.
Mit analogen Betrachtungen zeigt man den



1.4. AUSSAGENLOGISCHE NORMALFORMEN 17
1.7. Reprasentantensatz fur konjunktive Normalformen: Jeden-stellige Wahr-
heitsfunktion wird durch genau eine konjunktive Normalform reprasentiert.
Die konjunktive Normalform
(pVaV=r)A(pV=gVr)A(=pVqV-r)
reprasentiert jene 3-stellige Wahrheitsfunktion, die den Tripeln
(F,F,W),(F,W,F),(W,F,W)

den WertF' und den tbrigen den Welit” zuordnet. Die 3-stellige Wahrheitsfunktion,
die den Tripeln

(W, W W), (W W, F),(W,F,F),(F,F,IV)

den WertF und den tbrigen den Wel zuordnet, wird durch die konjunktive Nor-
malform

(mpV =gV or) A(mpV g Vr)A(—pVaVr)A(pVgV-r)
reprasentiert.

1.8. Satz:Jede alternative Normalform tbeasr,, ist zur Negation genau einer kon-
junktiven Normalform Uberar,, semantisch aquivalent.

Beweis: Die Negation einer Elementarkonjunktion ist zu genau einer Elementaral-
ternative semantisch aquivalent:

—|(A1/\A2/\.../\An) = (—\Al\/—\Az\/...\/—'An),

wobei doppelte Verneinungen weggelassen werden. Fir eine beliebige alternative
Normalform

Kll\/Klz\/...\/KlT, Kli:(Ail/\---/\Ain)
folgt:

Kll\/...\/KlTgﬁ(ﬁKll/\“./\ﬁKlT)

Damit ist die geforderte semantische Aquivalenz hergestellt. *

1.9. Satz:Jeden-stellige Wahrheitsfunktion kann mittels der Wahrheitsfunktionen
not, and, or ausgedrickt werden.
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Dieser Satz ist unmittelbare Folge der Reprasentantensatze. Er reghiilergens,
dass man die Anfragen an Datenbanken meist nur mittels ,nicht®, ,und®, ,oder"
formulieren darf.

1.10. Satz:Zu jedem Ausdruck mit genaun Variablen gibt es genau eine alterna-
tive und genau eine konjunktive Normalform Gbeévariablen, die zuA semantisch
aquivalent sind.

Beweis:Jeder Ausdruck wird durch einestellige Wahrheitsfunktion repréasentiert.

Aus der vollstdndigen Wertetafel der reprasentierenden Wahrheitsfunktiomiamnn
unmittelbar nach den obigen Uberlegungen die entsprechende alternative bzw. kon-
junktive Normalform aufstellen. *
Beispiel: Wir suchen die alternative Normalform zu dem Ausdruck

pVqVr.

Die zugeordnete Wahrheitstafel lautet

p q 1 |pV—qVr
w w W W
w W F w
w F W W
W F F %74
F W W W
F W F F
F F W W
F F F %74

Daraus erhalten wir die alternative Normalform

(PAGAT)V (PAGA=T)NV (DA=gAT)V (PA =g A=)
V(=pAgAT)V (=pA=gAT)V (mp A—=g A=)

und sehen, dass sie bedeutend langer ist als der urspringliche Ausdruck. Trotzdem
hat dieser Satz grundlegende Bedeutung. Durch die semantisch aquivalente Uberfiih-
rung eines Ausdrucks in eine Normalform wird das automatische Verifiziesen v
Ausdricken wesentlich erleichtert, da die entsprechende Normalform siesieldr

ist und damit ihre Untersuchung mit einfachen, leicht Gberschaubaren Algorithmen
erfolgen kann.

1.5. Resolventenmethode

In vielen Fallen ist es fur die Untersuchung eines gegebenen Ausdrucks nicht erfor-
derlich, ihn in eine Normalform zu Gberflhren. Wir betrachten wieder nur Ausdrick
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Uber einer Mengear,, mit n Variablen:var,, = { p1,...,p, }. Einen alternativen Aus-
druck nennt mareinfach, wenn jede Variable; hochstens einmal vorkommt oder
hdchstens einmal negiert vorkommt. Insbesondere brauchen in einer einfachen Al-
ternative nicht alle betrachteten Variablen aufzutreten; auf3erdem daginer Va-
riablenp; auch—p; in einer einfachen Alternative vorkommen. Analog nennen wir
einen konjunktiven Ausdruck einfach. Offenbar ist eine einfache Alternatimalge
dann allgemeingultig, wenn eine vorkommende Variable auch negiert vorkommt.
Entsprechend ist eine einfache Konjunktion genau dann unerftllbar, wenn eine vor-
kommende Variable auch negiert vorkommt. So ist z. B. die einfache Alteenat

pNVag\Vr\V-p
allgemeingultig, wogegen die einfache Konjunktion
PAgATNQ

unerfullbar ist.

Wir sagen, dass sich ein Ausdruck aiternativer Standardform befindet, wenn

er eine Alternative von einfachen Konjunktionen ist. Entsprechend befindet gich ei
Ausdruck inkonjunktiver Standardform , wenn er eine Konjunktion von einfachen
Alternativen ist.

1.11. Satz:Jeden Ausdruck kann man in eine semantisch aquivalente alternative
bzw. konjunktive Standardform tberfuhren.

Beweis:Der Beweis soll nur skizziert werden. Jeden Ausdruck kann man zunachst
semantisch aquivalent in einen solchen Uberfuhren, der neben den Variablen nur noch
die Funktoren-, A, vV enthalt. Sodann kann er durch Ausnutzen von Kommutativitat,
Distributivitat, Idempotenz und den de Morgan'’schen Regeln sowohl in eine kon-
junktive als auch in eine alternative Standardform semantisch aquivalerftilitbe
werden. *

An der Standardform eines Ausdrucks kann man sofort die Allgemeingultigkeit bzw.
Unerfillbarkeit des Ausdrucks feststellen: Tritt bei der konjunktiven Statfidiam

in jeder einfachen Alternative eine Variable nebst ihrer Negation aufjar Aus-
druck allgemeingultig, andernfalls nicht. Tritt bei der alternativen Statidem in

jeder einfachen Konjunktion eine Variable nebst inrer Negation auf, ist der Acisdr
unerfullbar, andernfalls nicht.

Beispiel: Wir wollen den indirekten Beweis

(p—q) < [(pA—q) — —p)

als allgemeingdiltig verifizieren. Dabei kbnnen wir den Prozess der Herteider
konjunktiven Standardform abbrechen, wenn sich ein offensichtlich allgemaingult
ger Ausdruck ergibt.
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Unter Ausnutzung von
(A— B)= (-AVB)

erhalten wir den zum indirekten Beweis semantisch aquivalenten Ausdruck
(=pVq) < (=(pA=g)V-p).

Auf der rechten Seite dieser Aquivalenz wenden wir eine de Morgan’sche Riegel,
doppelte Verneinung, Assoziativitat, Kommutativitdt und Idempotenz an:

(=pVq)V-p=-pVqgV-p
=-pV-pVg=E-pVg.

¢ R

Damit haben wir den Ausdruck fur den indirekten Beweis in den dazu semantisch
aquivalenten Ausdruck

(mpVaq) < (-pVa)

uberfiihrt, der aber offensichtlich allgemeingiiltig ist.
Als zweites Beispiel sei die alternative Standardform

pV (—pA=q)V(—pAq)

in eine konjunktive Standardform zu Gberfihren. Unter Ausnutzung der Distributivi-
tat, Idempotenz und Kommutativitat erhalten wir folgende Kette von sembatisc
Aquivalenzen:

pV(~pA=q)V (—pAq) ZpV ((—~gV ) A—p) = (pV-p)A(pVqV—q).

Jede einfache Alternative enthéalt eine Variable und ihre Negation; dlsiensur-
sprungliche Ausdruck allgemeingiiltig.

Unter demErfullbarkeitsproblem versteht man die Aufgabe, von einem gegebe-
nen Ausdruck zu entscheiden, ob er erfillbar ist oder nicht. Dabei bedeutet das Wort
~entscheiden” die Anwendung eines Algorithmus, der bei Eingabe eines beliebigen
Ausdrucks nach endlich vielen Schritten (Operationen) ausgibt, ob der eingegebene
Ausdruck erftllbar ist oder nicht. Das Erfullbarkeitsproblem hat in der Komaes«it
theorie grol3e Bedeutung. Vielen mathematischen Aufgaben kann man Ausdriicke
aus einer gewissen Sprache zuordnen, so dass das Auffinden eines Algorithmus fir
die L6sung der Aufgabe aquivalent zum Erftllbarkeitsproblem fiir die entsprechen-
de Ausdrucksmenge ist. Das Erfullbarkeitsproblem der Aussagenlogik gehort zur
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Klasse der sog. NP-vollstandigen Probleme. Das sind solche Aufgaben, flrmie ma
keinen (deterministischen) Algorithmus kennt, dessen Operationszahl polynomial
von der Anzahl der Eingabeinformationen abhangt. Um die Erflllbarkeit eines Aus-
drucks festzustellen, kann man z. B. einfach den Wert des Ausdrucks systmati
fur alle moglichen Belegungen berechnen und aufhdren, wenn man demX\ért
halten hat. Da es bei auftretenden Variablen’2verschiedene Belegungen gibt, ist
dies ein exponentieller Algorithmus: Die Operationszahl hangt exponentiell von der
Inputlange ab, die hier die Variablenanzahl ist. Es scheint, dass es keinerehesser
Algorithmus hinsichtlich Operationsaufwand gibt. Wohl aber gibt es Methoden, die
sich besser auf Rechnern realisieren lassen als die systematisdiee Ein solches
Verfahren ist diecResolventenmethodgdie nun betrachtet werden soll.

Wir setzen voraus, dass der gegebene Ausdruck in konjunktiver Standardform vor-
liegt. In der Standardform kommt es weder auf die Reihenfolge der einfachen Alte
nativen noch auf die Reihenfolge der Variablen in jeder einfachen Alteenativ\Vir
konnen daher eine einfache Alternative durch die Menge der in ihr auftretenden Va-
riablen und negierten Variablen darstellen. Genauer: Jede Menge von ¥anaid
negierten Variablen definiert genau eine einfache Alternative und umgekaingt.
solche Menge nennen wilausel . Es sei bemerkt, dass eine Klausel eine Men-
ge darstellt, also insbesondere keine Variable oder negierte Variableatiehfihr
auftreten kann. Eine konjunktive Standardform ist damit durch eine Klauselmenge
dargestellt, wobei die Elemente gerade die Klauseln aus der Standardform sind. Es
sei etwa

A= (pV-gVr)A(=pVqV-r)A(gV—q).
Die Klauseln vonA sind die Mengen

{p,mq,7}, {—-p.q,—r}, {q,q},

und die Klauselmenge vaa lautet

A (A)={{p,~q,7 },{—-p,q,~r},{qg,~q}}.

Die leere Menge fassen wir auch als Klausel auf und bezeichnen sieral&laasel.
Wegen der Beziehung zwischen den konjunktiven Standardformen und ihren Klau-
selmengen konnen wir auch jeder Klauselmenge einen Wert bei einer Belagung
zuordnen, indem wir

Ww(#(A), ) = ww(A, a)

setzen. Eine Klausel erhélt dabei genau dann den Wentvenn mindestens eine
ihrer Variablen oder negierten Variablen mit bzw. F' belegt wird. Eine Klausel-
menge erhalt genau dann den Weft wenn alle ihre Klauseln den Weit" haben.
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Offenbar ist eine konjunktive Standardform genau dann erftllbar, wenn ihre zuge-
ordnete Klauselmenge erfiillbar ist. Auch die semantische Aquivalenz Ubesithgt
von den konjunktiven Standardformen auf die ihnen zugeordneten Klauselmengen.
Es seiA eine Klauselmenge. Eine Klauskl heil3tResolventevon A, wenn sie die
folgenden beiden Bedingungen erfllt:

1. Die KlauselK ist nicht allgemeingultig und nicht Element vah

2. Esgibt eine Variablg und zwei verschiedene, nicht allgemeingtiltige Klauseln
K1, Koin Amitp € K1,—p € K> und

K=K \{p}tUK\{-p}.
Fur die Klauselmenge

A:{p,—lp,q,’l“},{_lp,—!q,T},{q,?"},{_ﬂ”},{Q}

gibt es die folgenden Resolventen:

{-p,r} . {-p,—q}.
Zentrale Feststellung ist nun der

1.12. Satz:Ist A eine Klauselmenge unfl eine Resolvente voA, so sindA und
AU{ K } semantisch aquivalenti = AU{ K }.

Beweis:Zunachst ist klar, dass eine Belegungdie AU { K } erflillt, auchA erful-

len muss, da die den Klauselmengénind{ K } entsprechenden Ausdriicke in dem
AU{ K } entsprechenden Ausdruck konjunktiv verknupft sind. Es sei umgekehrt
eine Belegung, diél erflllt und etwa mitky, Ko € A,p € K1,—p € K>:

K=K \{p}tUK\{-p}.

Wegen ww K1, ) = ww (K2, ) = W muss es eine vop verschiedene Variable
geben, so dass deren Belegung mindestens eine der beiden Klaisalmd K>
erfllt. Diese Variable kommt auch iR vor, also gilt wW K, «) = W. *
Aus dieser Grundtatsache folgern wir sofort: Eine Klauselmehg& unerfillbar,
falls sie eine leere Resolvente hat. Eine leere Resolventel \existiert genau dann,
wenn A zwei Klauseln der Forngp },{ —p } enthalt.

Setzen wir nun

Res(A) = AU{ K | K ist Resolvente vor! },
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so kénnen wir diese Mengenbildung iterieren, wobei im nullten Schritt alle allge-
meingultigen Klauseln aud entfernt werden:

Res%(4) = A\ { K € A| K ist allgemeingiiltig ,
FallsRes® £ 0, so
Res""1(A) = Res(Res"(A4)), r=0,1,2,....

Diese Iteration kann nattrlich nur dann ausgefuhrt werden, wenn die nach dem null-
ten Schritt noch vorhandene Klauselmenge Elemente enthalt, denn andernfélls ist
allgemeingultig. Nach der obigen Grundtatsache sind alle entstehenden Klanselm
gen semantisch dquivalent. Andererseits enthdltr endlich viele Variable. Daher

gibt es auch nur endlich viele Resolventen, und die Iteration kann nur endlich oft zu
einer neuen Menge fihren. Es gibt somit emit

Res!'*1(A4) = Res'(A) = Res*(A).
Die Klauselmeng®&es*(A) heif3t dieResolutionder Klauselmengel.

1.13. ResolventensatzEine Klauselmenge ist genau dann unerftllbar, wenn ihre
Resolution die leere Klausel enthalt.

Beweis:Wir haben nur zu beweisen, dass die Bedingung notwendig ist, denn wegen
A=Res*(A)

folgt aus 0c Res*(A), dass die Klauselmengé unerfullbar ist.

Es seiA eine unerflllbare Klauselmenge. Durch Induktion Uber die Anzaldr in

A auftretenden Variablen zeigen wir, dass Res*(A) sein muss. Im Falle =0
ist nichts zu beweisen, da in diesem Fallenur die leere Klausel enthalt. Als In-
duktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass fur jede unerfillbare KlausellBenge
mit hochstens: Variablen 0c Res*(B) gilt. Es sei nunA eine Klauselmenge mit
n+ 1 Variablen ung eine beliebige, il vorkommende Variable. Aus der Klausel-
mengeA bilden wir die folgenden beiden Klauselmengénund A,: A, entstehe
ausA dadurch, dass au$ alle Klauseln gestrichen werden, dig¢ enthalten; in der
Restmenge wird in allen Klauseln die Variaplgestrichen. Die Mengd, entstehe
ausA in umgekehrter Weise: Es werden nalle jene Klauseln gestrichen, die die
Variablep enthalten und in der Restmenge wird aus jeder Klaugedntfernt. Die
Klauselmengem 1, A, sind nicht leer. Angenommenm ist leer. Dann enthalt jede
Klausel vonA —p und jede Belegung mit a(p) = F erfillt A, was aber nach Vor-
aussetzung nicht sein kann. Entsprechend zeigt man, dasslanatht leer ist. Wir
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zeigen als nachstes, dassund A, unerfullbar sind. Angenommen, es gibt eine Be-
legunga, die A; erfiillt. Dann erfillt die Belegung/, die der Variablep den Wert

F und allen anderen den gleichen Wert wieuordnet, offenbar den Ausdruck
was aber nicht sein kann, daals unerflllbar vorausgesetzt ist. Analog folgt, dass
A unerflllbar ist. DaA1 und A; jeweils hochstens Variable enthalten, kbnnen
wir auf sie die Induktionsvoraussetzung anwenden: Es gilt alsdR®@s* (A1) und

0 € Res*(A2). Wir figen nun die Variable in alle Elemente aud, in denen sie ge-
trichen wurde, wieder ein. Dann iBes*(A1) € Res*(A) und daher{ p} € Res*(A)
oder 0< Res*(A). Im zweiten Falle sind wir fertig. Im ersten Falle wird ity die
negierte Variable-p an den alten Stellen wieder eingefiigt und wir erhalten analog
zu oben, das§—p } € Res*(A) oder O Res*(A). Beide Klauseln zusammen liefern
im ersten Falle die leere Resolvente. *
Beispiel: Wir wenden die Resolventenmethode auf

A={{p,~¢,~r}.{-p¢r} Apr}.{-r}}

an. Durch die obige Iteration erhalten wir die folgenden Klauselmengen:

(A)=Au{{p,~q¢} {-pa}t.{p}.{ar}}
(A) =Res'(A)U{{q}},
Res®(A) = Res?(A)U{{p,—r}},
(A) =Res*(A)U{{q,~r}.{p.a}}.
(A) (A) =Res™(4).

Das lterationsende zeigt an, dass der zugeordnete Ausdruck

— Res?(A

(pV =gV —=r)A(=pVagVr)A(pVr)A-r

erfullbar, aber nicht allgemeingiiltig ist.

Fur eine wichtige Teilmenge von konjunktiven Standardformen gibt es einen poly-
nomialen Algorithmus. Eine Klausét, die bis auf hchstens eine Ausnahme nur
negierte Variable enthalt, heiRbrnklausel (nach dem Logiker A. I@RN benannt).
Entsprechend nennt man eine konjunktive Standardféonmausdruck oder Horn-
formel, falls die zugeordnete Klauselmenge nur Hornklauseln enthalt. Wegen

PVe=Ep—q
|&sst sich jeder Hornausdruck als Konjunktion von Implikationen schreiben, z. B.

(=pV @) A(=pV—-rVs)A(=pV-q)ArA-s
=p—gNPAT—= )N (pAG—=0)A(L—T)A(s—0).
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Hierin steht O fur einen beliebigen unerfillbaren und 1 fiir einen allgemeigaiilti
Ausdruck.

Fur eine Horn-Klauselmengé kénnen wir nach dem folgenden Horn-Algorithmus
die Erfullbarkeit entscheiden, indem wir versuchen, direkt eine erflllendeGaie
« zu konstruieren.

1. Streiche inA alle allgemeingultigen Klauseln. Falls danadheer ist, stoppe:
A ist allgemeingultig.

2. Setzen(p) =W furallepmit {p} € A.

3. Solange eine Klausé&l € A existiert, in der alle negiert auftretenden Variablen
belegt sind, fihre aus: Wenki eine unnegierte, unbelegte Variable enthélt, so
belege sie mill; wenn K keine unnegierte Variable enthalt, so stoppe: Der
Ausdruck ist unerftllbar.

4. Belege alle nicht belegten Variablen nitund stoppe: Der Ausdruck ist er-
fullbar.

1.14. Satz:Fir jede Horn-Klauselmengd mit genaun Variablen gilt: Wenn der
AusdruckA erfillbar ist, liefert der Horn-Algorithmus nach héchstenB8elegungs-
schritten eine erfiilllende Belegung. WeaAnnerfullbar ist, stoppt der Algorithmus
mit dieser Ausgabe.

Beweis: Es ist klar, dass der Algorithmus nach hdchstenSchritten endet. Wir
kénnen uns auf den Fall beschranken, dass die vorgegebene Horn-Klauselmenge
keine allgemeingultigen Klauseln enthalt. Fir eine erfillende Belegung muiss je
Hornklausel den WertV’ haben. Es sel eine beliebige Hornklausel aus Ent-
halt H nur eine Variable, so hatf nach Schritt 2 den Weritl’. Hat H die Form
{-p1,...,—pr,p}, so sind entweder alle Variablen durch Schritt 3 Witbelegt (der
Wert vonH ist damit gleichi?) oder aber in Schritt 4 wird eine negiert vorkommen-
de Variable mitF’ belegt, wodurch{ auch den WertV erhalt. WennH die Form
{-p1,...,—p, } hat, wird in Schritt 3 korrekt gestoppt, fallg, ..., p, mit W belegt
sind. Sollte auch noch Schritt 4 ausgefuhrt werden, ei&itadurch den WertV'.

*

1.6. Ableitbarkeit

Einen Ausdruck kénnen wir mit folgenden Methoden auf Allgemeingultigkeit unter-
suchen: Zu allen méglichen Belegungen der auftretenden Variablen mit Wahrheits
werten berechnen wir den Wert des Ausdrucks. Das entspricht dem Aufstekzn e
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vollstandigen Wertetabelle. Wir kdnnen den Ausdruck ikariablen auch in seine
konjunktive Normalform tberfiihren. Entsteht dabei die Normalform

(p1V —p1) A(p2V—p2) Ao A(pn V —pp),

so ist der gegebene Ausdruck allgemeinguiltig, andernfalls nicht. Als drittes kbnnen
wir den vorgelegten Ausdruck in eine konjunktive Standardform tberflihren. Enthalt
jede entstandene einfache Alternative eine Variable und ihre Negatiohdso Aus-
druck allgemeingultig, andernfalls nicht. Schliel3lich kdnnen wir auch Schludsrege
anwenden. Ein Ausdruck ist genau dann allgemeingultig, wenn er mit Hilfe gewis-
ser Schlussregeln aus einer Menge bereits als allgemeingultig erkanntetiékesdr
abgeleitet werden kann. In der klassischen Aussagenlogik verwendet manlimeist
Abtrennungs- und die Einsetzungsregel. Diese werden rein formal angewendet. Da-
nach definiert die Abtrennungsregel den formalen Ubergang von einem Ausdruck
A und einem Ausdruclkd — B zum AusdruckB. Entsprechend definiert die Ein-
setzungsregel den formalen Ubergang von einem Ausdruzk einem Ausdruck

A" = A(p|B), den man aus! dadurch erhalt, dass man fir die hvorkommen-

de Variablep an allen Stellen einen gegebenen Ausdriickinsetzt. Diese Regeln
werden unabhéangig davon benutzt, ob ein allgemeingultiger Ausdruck vorliegt oder
nicht. Wir wissen aber, dass sie stets von allgemeingultigen zu allggiiiggen
Ausdriicken fuhren. Es sei nug” £ . eine beliebige Menge von Ausdriicken.
Unter Ab(Z") wollen wir die Menge aller aus den Elementen v@n ableitbaren
Ausdricke verstehen. Wir sagen, dass der Ausdri@dus 2™ ableitbar ist, d. h.

A € Ab(Z"), wenn er durch endlich oftmalige Anwendung von Abtrennungs- und
Einsetzungsregel aus Ausdriicken der Mergeerhalten werden kann. Dies impli-
ziert, dass die Elemente der AbleitungsmeAgé2") induktiv definiert sind.

1. Jeder Ausdruck € 2" ist aus2” ableitbar:2" = Ab(Z").

2. Abtrennungsregel: Sind die Ausdriickeind A — B aus.Z" ableitbar, so auch
der AusdruckB:

A, A= BeEAb(Z) => BEeEAbZ).

3. Einsetzungsregel: Fir jeden Ausdruglkgilt: Wenn der Ausdruckd aus 2"
ableitbar ist, so auch der Ausdrugkp|B), d. h. es gilt:

A€Ab(Z),pevar(A),Bec ¥ = A(p|B)€Ab(Z).

4. Weitere, aus?” ableitbare Ausdriicke gibt es nicht.
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Im Sinne dieser Definition sind aug” zur Stufe O alle Elemente aug™ ableit-

bar. Zur Stufen 4+ 1 sind neben allem-stufig ableitbaren Ausdriicken genau jene
Ausdricke ableitbar, die man mittels Abtrennungs- und Einsetzungsregel aus den
stufig ableitbaren Ausdriicken gewinnen kann. Ein Ausdrdckt genau dann aus

Z ableitbar, wenn es eine natirliche Zahdibt, so dassi n-stufig ausZ™ ableitbat

ist. Damit ist die Ableitungsmengkb(.2") die kleinste Menge von Ausdriicken, die
beziglich der Einsetzungs- und Abtrennungsregel abgeschlossen ist. Aul3erdem gilt
die Monotonie: Wenn2i £ 25, so giltAb(.27) € Ab(.23).

1.15. Endlichkeitssatz fur die Ableitbarkeit: Jeder aus einer Meng€” von Aus-
driicken ableitbare Ausdruck ist bereits aus einer endlichen Teilménhgeon 2~
ableitbar.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz durch Induktion tUber die Ableitungsstufe. Ist
Ae Z,sokann mamZ™ = { A} setzen undi ist aus2™* 0-stufig ableitbar.

Als 1. Induktionsvoraussetzung haben wir: Der Ausdrdoggehe durch die Abtren-
nungsregel aus den AusdrickBre Ab(Z7") undB — A € Ab(.Z5") hervor, wobei

27 und 25 endliche Teilmengen vor?™ sind. Wegen der Monotonie sind daih

und B — A aus 27" U 2> ableitbar, also durch Anwendung der Abtrennungsregel
auch der Ausdrucki. Die 2. Induktionsvoraussetzung lautet: Der Ausdrdcgehe
mittels Einsetzungsregel aus dem Ausdriitkervor undB sei aus einer endlichen
Menge 25 S 2" ableitbar. Dann ist wegen der Einsetzungsregeluch aus2;
ableitbar. *

Wir bemerken, dass man aus der leeren Menge nichts ableiten kann. Aul3erdem gilt
Ab({p}) =.Z, was bereits mit der Einsetzungsregel allein folgt.

1.16. Erblichkeit der Allgemeinguiltigkeit: Aus einer Menge von allgemeingultigen
Ausdrticken kann man nur allgemeingultige Ausdricke ableiten:

X Sag = Ab(Z)Eag.

Abschliel3end soll noch ein Problem betrachtet werden, das in analoger Form in je-
der mathematischen Theorie steht. BekanntlicAigag) = ag. Kann man die Men-

ge aller allgemeingultigen Ausdriicke aus einer einzigen endlichen Menge abBleite
Dies ist dasAxiomatisierbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Ausdriicke:

Gibt es eine endliche Menge — eixiomensystem—, deren ableitbare Ausdriicke
genau alle allgemeingultigen sind?

In einfacherer Form haben wir das Axiomatisierbarkeitsproblem berasriAlge-

bra studiert, z. B. bei VektorrAumen. Dort haben wir gezeigt, dass man Vakiogra

aus einer beliebigen Basis erzeugen kann. Die Suche nach erzeugenden Elementen
bei algebraischen Strukturen ist dort das sachgemalie Axiomatisierbakatspr
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Fur die allgemeingultigen Ausdriicke wird es durch das folgende Axiomensystem,
das mamxa nennt, gelost.
Axa:

. Pramissenbelastung:— (¢ — p).
. Satzvon @. S. FEIRCE ((p — q) — p) — p.
. Kettenschlusgp — ¢q¢) = [(¢ —7r) — (p — 1)].

1

2

3

4. Konjunktion:(pAq) —p, (pAq) = q,(p—q) = [(p—1) = (p— qAT)].
5. Alternative;p — (pVq),q— (pVq), p—1)—[(¢—1) = (pVg—r1)].
6

. Aquivalenz:
p—aq)—=g—=p) = @=q)], p=a)—@—a9),p=q —(¢—Dp).

7. Kontraposition{p — ¢q) — (-q¢ — —p).
8. Doppelte Verneinungi — ——p, =—p — p.

Es sei erwahnt, dass man das Axiomensysieain folgender Weise abandern darf,
wobei das abgednderte Ana &quivalent ist: Anstelle des Satzes von Peirce und des
Kettenschlusses verwende man den Kettenschluss

(p—=(@—=r)—=((p—q9 —@—r)).

1.17. Axiomatisierbarkeit allgemeingultiger Ausdriicke: Ein Ausdruck ist genau
dann allgemeingultig, wenn er mit Abtrennungs- und Einsetzungsregé\>auesb-
geleitet werden kann.

Wegen seines grofen Umfangs wird hier auf einen Beweis verzichtet.
Da ein Ausdruck4 genau dann allgemeingultig ist, wenm unerfillbar ist, folgt

1.18. Axiomatisierbarkeit unerftllbarer Ausdriicke: Jeder unerfillbare Ausdruck
der Aussagenlogik kann aus einer endlichen Menge von Ausdriicken abgeleitet wer-
den.

Fur das effektive Durchfiihren von Ableitungen gibt es keine allgemein tragfahige
Regeln. Fir einige allgemeingultige Ausdriicke wollen wir das Ableiten/aas
explizit ausfuhren. Als erstes soll die Pramissenverschmelzung

p—@—q]—@—2q
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ausAxa abgeleitet werden. Dies werden wir mit dem Kettenschluss tun, der tber-
haupt beim Ableiten eine herausragende Stellung einnimmt. Wir wenden den Ketten-
schluss so an, dass die letzte Implikation in ihm gerade die Pramissemveizung

ist, und die davor stehenden Implikationen durch geeignete Einsetzungen so gewahlt
werden, dass sie ableitbar sind, um sie dann abtrennen zu kdnnen. Damit die letzte
Implikation p — r im Kettenschluss zur Pramissenverschmelzung wird, mussen wir
im Kettenschluss fln einen noch unbekannten Ausdrudk fir p den Ausdruck

p — (p — ¢) und firr den Ausdrucky — ¢ einsetzen. Die beiden abzutrennenden
Pramissen aus dem Kettenschluss lauten danach

p—@—q]—A A—(p—aq),

wobei flr A ein solcher Ausdruck gefunden werden muss, dass beide Ausdrlicke
ableitbar sind. Die ,Kunst“ besteht nun darin, einen solchen Ausdruck zu finden.
Gunstig wéare es, durch eine geeignete Einsetzung Ausdriicke zu erhalten, die sich
als Axiome aud\xa verifizieren lassen. Wir wollen etwa, dass der obige zweite Aus-
druck A — (p — ¢) die Form des Satzes von Peirce hat. Dazu missen wir im Satz
von Peirce flr die Variablg den Ausdruck — ¢ einsetzen. Hiernach lautet der Satz

von Peirce:

{{p—=)—=d—-0p—=a}—=P—0q.
Folglich nehmen wir flurA die Pramisse dieses Ausdrucks:
A=[lp—q)—d—p—4q

und der Ausdruclkl — (p — ¢) stimmt mit dem Satz von Peirce tberein. Mit diesem
A lautet der erste Ausdruck

p—=p—=q9l—={lp—9—ad—-P—0q},

der mit dem Kettenschluss tbereinstimmt, wenn man dog &élan Ausdrucky — ¢
und furr die Variableg einsetzt. Damit haben wir die Pramissenverschmelzung aus
dem Satz von Peirce und dem Kettenschluss abgeleitet:

[p— (p— q)] — (p— q) € Ab(Axa).
Setzen wir hier fug die Variablep ein, so erhalten wir den Ausdruck
lp—(@—p)]—{@—D).

In diesem ist die Pramisse ableitbar, denn sie ergibt sich aus der Beg@umetastung,
indem dort flirq die Variablep eingesetzt wird. Also ist auch die Selbstimplikation
ableitbar:

p — p € Ab(Axa).
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Um einen weiteren Kunstgriff zu illustrieren, leiten wir die Prasaisvertauschung

p—(g—r)]—lg— (p—r)

ab. Wieder verwenden wir den Kettenschluss: Wir haben;fémen noch unbe-
kannten Ausdruck4, fur p den Ausdruckp — (¢ — r) und fur r den Ausdruck

q — (p — r) in den Kettenschluss einzusetzen. Dabeldisto zu wéhlen, dass die
beiden Ausdrlicke

p—=(g—=r)]—=A A=lg—(p—r)

als ableitbar zu erkennen sind. Nach vielen Fehlversuchen erkennt maascecist
gelingt. Daher probieren wir eine abgeschwéachte Variante. Wir versuched, fir
einen solchen Ausdruck zu finden, dass der erste Ausdruck bereits als ableitbar e
kannt ist und der zweite allgemeingultig wird, so dass fur ihn dann die Ableitibarke
noch nachgewiesen werden muss. Fir den ersten Ausdruck bietet sich an, ihm die
Form des Kettenschlusses zu geben. Dazu haben wir im Kettenschlugsdir
Ausdruckqg — r einzusetzen:

p—(a—=r)]—=Allg—=r)=rl=(p—r)}
Hieraus lesen wir einen Ausdruck fidrab:
A=llg—=r)=rf={@—r7)
Damit ist noch der Ausdruck
{llg=r)=r]=(p—r)}=le—(p—7)

abzuleiten. Eine kleine Probe zeigt uns, dass er allgemeingdltig ist, alsousin A
druck entstanden ist, der ableitbar sein muss. Auch hierfir verwenden adewi
den Kettenschluss, indem wir in ihm simultan fiidie Variableq, fir ¢ den Aus-
druck (¢ — r) — r und furr den Ausdruckp — r einsetzen. Die Pramisge— ¢
lautet dann

q—[(g—r)—r7]
und die Conclusio nimmt die Form
{llg—=r)=rl=@—=r)}—=lg—@—71)

an, so dass nur noch die neue Pramisse abzuleiten ist, was wiederum mit dem Ket
schluss passieren soll, jetzt jedoch wieder so, dass sie in der letztetu€iop — r
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erscheint. Dazu haben wir fir die Variakjeeinen noch unbekannten Ausdrudk
flr » den Ausdruck

(g—r)—r

und flrp die Variableg einzusetzen. Nun haben wir den Ausdrutlso zu bestim-
men, dass uns die Ableitung der beiden Ausdriicke

g— A, A=llg=r)—=7]

gelingt. Dazu wenden wir nochmals den obigen Kunstgriff an. Wir nehmemnl fir
den AusdrucKq — r) — ¢q. Dann geht der Ausdruck— A in den Ausdruck

¢—[(g—r)—d

Uber, der gerade die Pramissenbelastung darstellt. Nun ist noch der Ausdruck

(g—=7)=dq—=lg—r)—7]

abzuleiten. Auch hier macht der Kettenschluss den Anfang: Wir haben in ihgn fur
einen noch unbekannten Ausdrudk fir p den Ausdrucklq — r) — ¢ und firr
den Ausdrucklq — r) — r einzusetzen. Damit verbleibt die Ableitung der beiden
Ausdricke

(g—r)—d—A A—=llg—r)—7]

mit einem geeignet gewahlten Ausdrudk Wir wollen dem ersten Ausdruck die
Form des Kettenschlusses geben. Dazu ist

A=(qg—r)—=[lg—r)—r7]
zu wahlen. Unsere beiden Ausdriicke lauten dann

[(g—=7r) =g —={(g—=r)=[lg—=r) =]},
{lg=r)=llg=r) =1} =[lg—=r) =]

Der erste stimmt mit dem Kettenschluss tiberein, wenn man dort offenshehtin-
setzungen vornimmt. Der zweite ist die PrAmissenverschmelzung. Baaig Pra-
missenvertauschung adsa abgeleitet. Auf dem Ableitungsweg haben wir noch
weitere Ausdriicke als ableitbar erkannt:

[(p—q)—pl—p—q) —dl,

p—[(p—q) —ql,
{{lp—a)—ad—-@—=1)}—={p—=(—q},
{p—q)—=rt—={(g—p) —r}.
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Aus diesen Ableitungen wird klar, mit welchen Schwierigkeiten man dsizunat,

wenn man die Ableitung eines Ausdrugkexplizit auszufihren hat: Man versucht,
einen bereits als ableitbar erkannten Ausdruck durch simultane Einsetzung in ei
ne solche Implikation zu Uberflihren, aus der mawlurch (eventuell mehrfache)
Abtrennung gewinnen kann. Die dabei abgetrennten Ausdriicke sind danach als ab-
leitbar zu verifizieren. Daflir gibt es zwei Moglichkeiten. Im ersteheHeandet man

einen schon als ableitbar erkannten Ausdruck, der nach einer geeigneten simultane
Einsetzung in den abzuleitenden Ausdruck Ubergeht. Im zweiten Falle hat man die
Prozedur mit dem neuen Ausdruck zu wiederholen. Diese Vorgehensweise ist solan-
ge fortzusetzen, bis kein zweiter Fall mehr eintritt. Auf diesem Wegesmas sich
naturlich bei jedem abzuleitenden Ausdruck davon tGberzeugen, ob er Uberhaupt ab-
leitbar sein kann. Im Falle des Axiomensysteftxa bedeutet dies: Man suche nach
einer Belegung, die den Ausdruck nicht erfullt. St63t man bei dieser Suche auf einen
Widerspruch, ist der Ausdruck allgemeingiiltig und damit Aus ableitbar.

1.7. Anwendungen in der Automatentheorie

Eine Anwendung der Aussagenlogik betrifft den mathematischen Schaltkreisent-
wurf, wozu hier einige Bemerkungen gemacht werden sollen. Dazu wird zunachst
unser Automatenbegriff aus der Algebra etwas spezialisiert. In einem At¢goma

Z = (K,Z,T,0,)\) seien das Eingabealphafzetind das Ausgabealphali&jeweils
Produktmengen:

2=21X29X-X2p, T =Ty xTox---xTp,.

Bei Eingabe eines-Tupels(sy,...,s,) aus der Meng& moge der Automat ein
m-Tupel (t1,...,t,,) ausT ausgeben. Wir nehmen ferner an, dass- 0 qilt, d. h.

es gibt keine Zustande im Automaten (speicherloser Automat). Entsprechend gibt
es auch keine Uberfuihrungsfunktion so dass sich das definierende 5-Tupel auf
ein Tripel Z = (Z,T,)\) reduziert. Besonders wichtig ist der Spezialfall, dass alle
MengenZ; und 7; aus einem zweielementigen Alphale, 1} bestehen. Solche
Automaten lassen sich einerseits leicht realisieren und anddseks@in man den
allgemeinen Fall theoretisch auf diesen reduzieren, in dem man die Ein- ugd-Aus
ben dual codiert. Dieser Spezialfall soll hier studiert werden.iZan Komponente

t; der Ausgabdi,...,t,,) gehort eine Funktior\; von n Argumenten, wobei bei
Eingabe vor(sy,...,s,) gerade\;(sy,...,sy) = t; gilt. Wir nennen); die durch die
Ausgabet; des AutomaterZ realisierte Wahrheitsfunktionk = (Aq,...,\p). Als
Beispiel betrachten wir den Dualaddgrmit einem Tripel(wq, w2, w3) als Eingabe
und einem Paalu1,a2) als Ausgabe, wobei durch die Ausgabe die folgenden beiden
Wahrheitsfunktionen realisiert sein mogen:
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ARy
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Den Dualadder kdnnen wir wie folgt darstellen:
al ap
wW1W2 W3

Wir schalten num solcher Dualadder in folgender Weise:

Sn Sn—1 Sp—2 S1 S0
:
0
Tn—1Yn—1 Tpn—2 Yn-2 1 y1 o Yo

Man Uberlegt sich leicht, dass dieser Automat bei Eingabe zwe#telliger Dual-
zahlen

r=Tp-1¥p-2..-120, Y =Yn—1Yn—-2---Y1Y0

als Ausgabe ihre Summe liefest:= = + y, wobeis eine (n + 1)-stellige Dualzahl
ist:

S = SnSp—1-..5150-

Von praktischer Bedeutung ist die Verknupfung speicherloser Automaten zu logi-
schen Netzen. Wir beschranken uns hier auf solche Netze, die aus Automaten mit
nur einem Ausgang aufgebaut sind. Die logischen Netze werden durch die beiden

folgenden Operationen geknupft: Fir einen Automa#emit » Eingangen s€i%);;
fir ¢ < j jener Automat mit, — 1 Eingadngen, der aug dadurch entsteht, dass die
beiden Eingangeund ; zusammengelegt werden:
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% )
A

W1 Wi Wj—{Wj1Wy

WennZ die n-stellige Wahrheitsfunktiop realisiert, so realisieftZ];; die (n — 1)-
stellige Wahrheitsfunktion, die gemalf

¢(w17 coy Wiy, W1, Wi 1, - - 7wn) - @(wla ceey Wi—1, Wi, Wit 1, - - 7wn)

gegeben ist.

Fur die zweite Operation seien zwei speicherlose AutomadenZ, mit nq bzw.

ny Eingangen und je einem Ausgang gegeben. Aus diesen beiden bilden wir den
Automaten%, —; %>, indem wir den Ausgang vo#; zumi-ten Eingang vorz,
machen. Die Operatior+; verbindet also den Ausgang des ersten Automaten mit
dem:-ten Eingang des zweiten Automaten:

Dabei entsteht ein Automat mit; + no, — 1 Eingangen und genau einem Ausgang.
Wenn zum Automatery, die n1-stellige Wahrheitsfunktiop1, zum Automateryz,

die no-stellige Wahrheitsfunktiorp, gehort, so wird die Verkntpfungf, —; %>
durch die(ny + np — 1)-stellige Wahrheitsfunktion reprasentiert, die durch

@Zf(wl, ceeyWng, U1y, V=1, V41, - - 7vn2)
— 902(,017 <o Vi1, spl(wla R 7wn1)7vz'—|—17 s 7vn2)

gegeben ist.

Wir stellen uns nun vor, dass wir endlich viele Typén...,&; von Elementarau-
tomaten haben und nehmen an, dass von jedem Typ beliebig viele Exemplare von
Automaten vorhanden sind. Die Automaten des Typgealisieren alle die glei-

che Wahrheitsfunktion,. Ein (&3, ...&7)-Netz ist dann ein logisches Netz, das in-
duktiv aus Automaten der Typefy,..., & aufgebaut ist, wobei nur die Operatio-
nen[-];; und —; verwendet wurden. Jedes solche logische Netz realisiert dann eine
Wahrheitsfunktion, die Superposition der Funktiongn .., <; ist und umgekehrt.
Eine Superposition der Funktionep .. .,s; kann auf verschiedene Weise durch ein
(41,...,87)-Netz realisiert werden. Zwei Netze mit gleicher Funktion hei3en aquiva-
lent. Uber diesen Netzen kann man insbesondere folgende Probleme untersuchen:

e Analyseproblent Fir ein gegebenes Netz ist die dadurch realisierte Wahr-
heitsfunktion zu ermitteln.
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e Synteseproblem Bei gegebener Wahrheitsfunktion ist ein die Funktion reali-
sierendes Netz zu bestimmen. Dabei ist zun&chst zu priifen, ob die gegebene
Wahrheitsfunktion durch die Funktionen.,...,s; superponiert werden kann.
Dieses Losbarkeitsproblem kommt daher, dass die Wahrheitsfunktion oft in
einer Form gegeben ist, die eine Umsetzung in eine Superposition der Funk-
tioneney,. .., ¢; erfordert.

¢ Aquivalenzproblem: Von zwei gegebenen Netzen ist zu ermitteln, ob sie die
gleiche Wahrheitsfunktion realisieren oder nicht. Hierfur interessidiekte
Methoden.

e Optimierungsproblem: Unter allen Netzen, die eine gegebene Wahrheits-
funktion realisieren, ist ein solches zu bestimmen, das in einem gevgsean
optimal ist. Ein solches optimales Netz kdnnte z. B. an die Aufgabe gebunden
sein, den Gesamtpreis als Summe der Preise flur die eingesetzten Elamenta
tomaten zu minimieren.

Beispiel: Fur eine einfache Alternative, einfache Konjunktion und die Negation be-
nutzen wir Symbole der folgenden Form

Dem Ausdruck(p Vv ¢q) A (=(pAq) ATV (pV s)A(qV —s)) entspricht das folgende
logische Netz:

A A
v 1A Oy LY

|

pq T S

Durch ,Ausmultiplizieren des Ausdrucks erhélt man den semantisch aqoteale

PAGATN pAGATNDPAGV pA-SVgAS
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und damit das logisch gleichwertige Netz
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CA) LA LA CA) CA)
2%

s

=

Mittels aquivalenter Umformungen lasst
sich der Ausdruck auf

pA(rV=as)VaA(rVs)

reduzieren, wozu das nebenstehende logi-
sche Netz gehort:

Beim logischen Netz fir den Dualadder
wird die Ubertragungsfunktion; durch

X(p,q,r)=pAqV((pVq)Ar)

reprasentiert. Aus der Wahrheitstafel ent-
nehmen wir, dass

A2(w1, wp,w3) = NOt(A1(wy, w2, w3))

fur alle jene Eingaben gilt, die verschie-
den von(0,0,0) und (1,1,1) sind. Folg-
lich wird A\> durch den Ausdruck

(pAgATV =X (p,q,7))AN(pVqVr)

reprasentiert. Damit stellt z. B. das neben-
stehende Netz einen Dualadder dar:

S

|




Kapitel 2
Pradikatenlogik

2.1. Aussageformen

Die Betrachtungen in diesem Abschnitt sollen die Einfihrung einer ausdrucksstéarke
ren Sprache, als es die Aussagenlogik ist, motivieren. Fir die Modellierung grund-
legender Sachverhalte in Mathematik und Informatik ist die Aussagenlogik nicht
ausreichend. So bilden sich sehr einfache Formulierungen innerhalb der Aussagen-
logik nicht adaquat ab, z. B. ,Die reelle Zahlst kleiner als die reelle Zah}“ oder
2+ y2 = 22“, Ein solches sprachliches Gebilde nennt marssageform In einer
Aussageform kommen sog. freie Variable vor, flr die man Namen von Objekiten de
Wirklichkeit oder des Denkens einzusetzen hat, um die Aussageform zu einer Aus-
sage zu machen. Aus dem Zusammenhang ist dabei stets klar, aus welchem Bereich
(Universum) die Variablen Werte annehmen durfen. Zu jeder Aussageform gibt es
eine wohlbestimmte Anzahl von freien Variablen, die in ihr vorkommen. Digse

zahl nennt marstellenzahlder Aussageform. Wir sprechen von einestelligen
AussageformA, wenn in A genaun verschiedene freie Variable vorkommen. Die
Aussagen selbst sind dann 0-stellige Aussageformen. Die AussagefdsnE,le-

ment der Mengéel/* wird z. B. zu einer Aussage, wenn man fireine naturliche

Zahl (genauer den Namen fir eine nattrliche Zahl) und\tieine Teilmenge der
natirlichen Zahlen einsetzt, so dass etwa die Aussage ,4 ist Element déichatir
Zahlen® oder auch ,, & {2,4,6,8}" entstehen kénnte. Den Bereich, aus dem eine
freie Variable in einer Aussageform Werte annehmen darf, nenntUnarersum

U. Wir betrachten hier nur den sog. einsortigen Fall, d. h. samtliche Variakiendir

nur Werte aus genau einem vorgegebenen Universum annehmen. Die Aussageform

,Der Punktp liegt auf der Geraden"

wird nicht modellierbar sein, da und g aus verschiedenen Universen zu wéhlen
sind.

37
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Durch aussagenlogische Verbindung mit ,nicht®, ,und, ,oder”, ,wenn, so“ und ,ge-
nau dann, wenn* lassen sich aus Aussageformen neue mit héherer Stelligkeit bilde
Man kann aber auch aus einestelligen Aussageform eine solche mit niederer Stel-
ligkeit bilden. Das kann z. B. dadurch geschehen, dass man fir gewisse Variable
Werte einsetzt; die betreffende Variable wird konstant gesetzt. AuRetdemman
durchQuantifizierung aus einem-stelligen Aussageform eine. — 1)-stellige ge-
winnen. Dazu sei(x) eine Aussageform mit der freien Variablenindem wir zu

der Aussageform ,fur jedes € U gilt A(x)" oder ,es gibt einz € U* Ubergehen,
haben wir eine neue Aussageform gewonnen mit einer um 1 niedrigeren Stelligkeit.
Durch die Quantifizierung ,fur jedes € U* bzw. ,es gibt einz € U* wird die freie
Variablex gebunden und es entsteht aus destelligen Aussageform eine. — 1)-
stellige. So wird z. B. aus der zweistelligen Aussagefornm<,y“ die einstellige
Aussageform ,FUr jedes € R gilt: x < y* und daraus schlief3lich die Aussage ,Zu
jedemx € R gibt es einy € R mit z < y“. Aussageformen sind in folgendem Sin-

ne extensional: Beim Ubergang von einer Aussageform zu einer Aussage hangt der
Wahrheitswert der entstandenen Aussage ausschlief3lich von der Belegung der Va-
riablen mit Werten aus dem Universurhab und nicht davon, welchen ,Sinn“ die
Aussageform hat. Dies erlaubt uns den folgenden Abstraktionsprozess: Zujeder
stelligen Aussageformi(zx1,...,z,), in der die freien Variablen; nur Werte aus
einem gegebenen Universurhannehmen dirfen, existiert einestellige Relation

Rin U. Dabei qgilt(&1,...,&,) € R, falls die Aussagel (&, ..., &,) wahr ist und an-
dernfalls(&q,...,&,) ¢ R. So ist der Aussageforme,< “in U = N die <-Relation

im Bereich der natlrlichen Zahlen zugeordnet. Die Relatignmit R, = U™ nen-

nen wir n-stellige All-Relation und die Relatio®?, mit R% = 0 heitn-stellige
Leer-Relation. Fur die formale Abschliel3ung brauchen wir noch eine 0-stelllge Al
Relation und eine 0-stellige Leer-Relation. Die 0-stellige All-Relatbezeichnen

wir mit W und die O-stellige Leer-Relation mit. Dies sind nur Zeichen fir uns.

Es seiA einen-stellige Aussageform und eine freie Variable inA: A = A(x).

Dem Ubergang von der-stelligen Aussageform (z) zu der(n — 1)-stelligen Aus-
sageformA’ = fur jedesz gilt A(z)" bzw. A" =,es gibt einx mit A(z)" entspricht

der Ubergang von einer-stelligen Relation 4 zu einer(n — 1)-stelligen Relation

R4y =0Om(Ry) bzw. R4 = EX(R4). Den klassischen Quantifizierungen entspre-
chen damit Funktionen Om und EX, die nach Fixierung einer Variabjgeedern-
stelligen RelationR eine (n — 1)-stellige Relation OriR) bzw. EX R) zuordnen.
Dabei gilt

(513 e 751'—17 €i+17 oo 7571) S Om(R)

genau dann, wenn fur allec U gilt

(517 s 761'—17 5752'4—17 ce 7571) € R.
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Entsprechend gilt

(513 s 751'—17 gi—Fln e 75’@) € EX(R)

genau dann, wenn efne U existiert mit

(517 s 751'—17 5752'—1—17 cee 7571) € R.

Insbesondere ordnet die Funktion Om der 1-stelligen All-Relation den Warhd

jeder anderen 1-stelligen Relation den WErkzu. Die Funktion Ex ordnet der 1-
stelligen leeren Relation den Wertzu und jeder anderen 1-stelligen Relation den
Wert V. Unter denn-stelligen Relationen gibt es natlrlich Relationgnftr die
Om*(R) = W (qilt. Solchen-stelligen Relationen nennt malgemeingultig; sie

haben als Urbild Aussageformen, die bei jeder Belegung der freien Variablen m
Werten aus dem Universum zu einer wahren Aussage werden. Im Hinblick auf An-
wendungen werden wir neben Relationssymbolen auch Operationssymbole in den
Aussageformen zulassen.

2.2. Ausdricke einer Sprache erster Stufe

Eine Sprache erster Stufe ist durch das folgende Alphabet festgelgt:
e Eine Menge von Funktoren, A,V,—, .V, d,
e eine Mengevar von Variablenz,y, z,u, v, ... (eventuell mit Indices),
e runde Klammern (,) und das Komma,

e eine (evtl. leere) Menge von Konstantensymbaléhc, ... (eventuell mit In-
dices),

e fiir jedesn 21 eine (evtl. leere) Menge von-stelligen Relationssymbolen
P,Q,R,... (evil. mit Indices),

o fir jedesn 21 eine (evtl. leere) Menge vom-stelligen Operationssymbolen
f.g,h... (evtl. mit Indices).

Die letzten 3 Symbolmengen bilden die s&ignatur S der Sprache, die restlichen
bezeichnen wir mite7, so dasse® = o7 U S das gesamte Alphabet darstellt. Bis
auf die Quantorelr, 4 kennen wir die Funktoren bereits aus der Aussagenlogik. Der
QuantorV steht fur die Quantifizierung einer Aussagefortfr) zur Aussageform
Jfur jedesz gilt A(x)“; entsprechend steht der Quantofir die Quantifizierung ,.es
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gibt ein®.
Jede endliche Aneinandereihung von Zeichen unseres AlphabetsW¥mil3t Die
Menge aller Wérter Uibe#7° bezeichnen wir mik7g; man nennt si&sprache

2.1. Satz:Die Menges; aller Worter Uber dem Alphabet® ist abzahlbar.

Beweis: Zum Beweis verwenden wir die soG.odelnummerierung. Zunachst ist

das Alphabet abzahlbar. Wir ordnen jedem Zeicheaus dem Alphabet einen In-

dex A(z) in der Weise zu, dass verschiedene Zeichen auch verschiedene Indices
erhalten. Es sep,, die n-te Primzahl in aufsteigender Reihenfolge. Jedem Wort

w = wiwy ... w; ordnen wir die Zahl(w) = pi(wl) » .p?(wl), die Godelnummerdes
Wortesw bezuglich der betrachteten Nummerierung des Alphabetes, zu. Damit sind
offenbar alle Worter umkehrbar eindeutig auf eine Teilmenge der nattrlichenZahle
abgebildet. *

Die Godelnummerierung ist in dem Sinne universell, dass jedes formale System
(S1,52,...,5n,...) mit abzéhlbaren Menge§; eine Gédelnummerierung hat. Da-

mit entspricht jedem System von wahren Satzen Uber einem hochstens abzahlbaren,
formalen SystenSy,Sa, ..., Sy, ...) mitabzahlbaren Menge$y umkehrbar eindeu-

tig ein System von wahren Satzen uber natirliche Zahlen. Kurzum: Die Theorie der
natdrlichen Zahlen ist so reichhaltig, dass sie alle wahren Satze Ubkes@yste-

me bereits enthélt.

Um aus den Woértern die Ausdriicke aussondern zu kdnnen, definieren wir zunéachst
induktiv, was einS-Term sein soll.

1. (Atomare Terme:) Die Variablen und die Konstantensymbole Stiidrme.

2. (Abgeleitete Terme:) Sind, ... ,t,, S-Terme undf ein m-stelliges Operati-
onssymbol aus der Signattir so ist auchf(¢1,...,t,,) ein.S-Term.

3. Zu jedem Termt gibt es eine nattrliche Zahl so, dass man durcirmalige
Anwendung von 2. den Term aus atomaren Termen gewinnen kann.

Mit .7° bezeichnen wir die Menge aller Terme (iber einer Signétubie Terme
sind also gerade jene Worter, die z. B. auf den rechten und linken Seitenatbe-m
matischen Gleichungen auftreten.

Wir sagen, dass in einem Wout die Variablex abs-frei vorkommt, wenn sie in
w vorkommt, aber nichtz oder3x vorkommt, d. h. wenn die Variable zwar vor-
kommt, aber nicht quantifiziert auftritt. Nach dieser kleinen Vorbereitung kdnme
induktiv einenS-Ausdruck definieren.

1. Die atomaren Ausdriicke sind die relationalen: Sind . . t,,, S-Terme und ist
R einm-stelliges Relationssymbol a\s so istRt, .. .t,, ein Ausdruck.
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2. Abgeleitete Ausdricke:

e Aussagenlogische Ausdriicke: Siddund B zwei S-Ausdricke, so sind
auch

~A, (AAB), (AVB), (A— B), (A< B)

S-Ausdrucke.

e Quantifizierte Ausdriicke: Ist(z) ein S-Ausdruck, in dem die Variable
x abs-frei vorkommt, so sind aushr A(z) und3z A(z) Ausdricke.

3. Zujedem AusdrucH gibt es eine natiirliche Zahl so dassA durchn-malige
Anwendung von 2. aus den atomaren Ausdriicken gewonnen werden kann.

Die Menge aller Ausdriicke bezeichnen wir o#t°; sie ist die zur Signatu$ geho-
rende Sprache erster Stufe. Eine Sprache, diemNariablezq, ..., z, verwendet,

wird mit > bezeichnet. Wir bemerken noch, dass der Hinweis auf die Signatur ge-
legentlich weggelassen wird, sofern klar ist, welche Signatur gememse#ioder

aber die Signatur unwichtig ist.

Bei der Notierung von Ausdriicken benutzen wir analog zur Aussagenlogik verein-
fachende Schreibweisen. Aul3erdem werden wir oft bei einem relationalen Akisdruc
mit einem zweistelligen Relationssymbol anstelle der Prafixnotdtiondie in der
Mathematik Ubliche SchreibweiseRy verwenden. Um die Lesbarkeit von Aus-
driicken zu untersttitzen, verwenden wir anstelle der runden Klammern beiea Not
ren von Ausdriicken und Termen auch die eckigen und die geschweiften Klammern;
desweiteren setzen wir gelegentlich auch Klammern an Stellenjeveigentlich
nicht stehen dirften. Ein einfaches Beispiel fir Ausdriicke ist die Theorie der Aqui-
valenzrelationen. Wir setzen dasu= { R }, wobei R ein zweistelliges Relations-
symbol sein soll. Die Axiome fiir eine Aquivalenzrelation lauten dann

VexRx, VaVy(x Ry — yRx),
VaVyVz[(xRy NyRz) — zRz].

Es seiA ein Ausdruck, in dem die Variable quantifiziert vorkommt. Nach der
induktiven Ausdrucksdefinition beginnt unmittelbar hinter dieser Stelle einukeila
druck B von A, in dem die Variablen: abs-frei vorkommt. Diesen Teilausdruck
nennt manVirkungsbereich der Quantifizierung vor im AusdruckA. So gehort
Z. B. im Ausdruck

Va[~Jy(yPr — yQf(x)) Ngla, f(y))Qf ()]

zur Quantifizierungy der Variableny der Wirkungsbereicky Pz — yQ f(z)). Man
sagt, dass eine Variablein einem Ausdruck4d gebundenvorkommt, wenn sie an
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einer Stelle quantifiziert vorkommt. Schliel3lich kommt eine Variahi® Ausdruck

A rel-frei vor, wenn sie an einer Stelle vorkommt, die nicht zum Wirkungsbereich
einer Quantifizierung von gehdrt. Enthalt der Ausdruck keine rel-freien Varia-
blen, heil3t eabgeschlossender kurzAussage Falls im AusdruckA die Variablex
abs-frei vorkommt, schreiben wi(x). In einem Termt kommt natdrlich jede vor-
kommende Variable abs-frei vor. Analog zur Aussagenlogik ist hidtz|t) jener
Ausdruck, der ausl(z) dadurch entsteht, dass fur die Variablan allen Stellen ein
Termt € .7° eingesetzt wird. In einem solchen Term kénnen Variable auftreten, die
bereits im Ausdruckd(x) vorkommen. Dar eine abs-freie Variable ist, dirfen die
im Termt vorkommenden Variablen nach der Einsetzunglinicht gebunden sein.
Wir nennen daher eine Termeinsetzua@r|t) zuldssig wenn keine int vorkom-
mende Variable im AusdrucK (z|t) gebunden vorkommt. Speziell spricht man von
einer abs-freien Umbenennung, falls der Teéremne Variable ist. Fir den Ausdruck

Vy(yPz — yQx)

ist der Ubergang zum Ausdruck

Vy(yPf(z,a) = yQf(2,a))

eine zulassige Termeinsetzung wahrend der Temmzu keiner zuléssigen Termein-
setzung fuhrt.

In einem Term¢(z) kann fur die vorkommende Variableein beliebiger Term ein-
gesetzt werden, was schon aus der induktiven Termdefinition folgt.

Neben der abs-freien Umbenennung kann man auch gebunden umbenennen. Dazu
seix eine Variable, die im Ausdruck gebunden vorkommt. Man sagt, dass der Aus-
druck A durchgebundene Umbenennungn den Ausdruck4’ tibergeht, wenn man
A’ ausA dadurch gewinnen kann, dass fiir die Variablen einer Quantifizierungs-
stelle und an allen Stellen des zugehérenden Wirkungsbereiches eine andsvkeVari
y eingesetzt wird. Dabei heil3t die gebundene Umbenennulégsig wenn die fol-
genden Bedingungen erfullt sind:

e Die Variabley darf im Wirkungsbereich der Quantifizierung vemicht vor-
kommen.

e Falls die Variable; im AusdruckA quantifiziert vorkommt, darf der Wirkungs-
bereich der Quantifizierung vonnicht im Wirkungsbereich der Quantifizie-
rung vony liegen.

lllustrieren wir die Situation an einem Beispiel. Gegeben sei der Aukdruc

VaIylyPr — 3z(zPx AxQxo)] ANzQz.
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Indem wir hier die Variabler in 21 gebunden umbenennen, entsteht der neue Aus-
druck

Va13dylyPr1 — Jz(2Px1 A x1Qx0)| A 2Q2,

was eine zulassige gebundene Umbennenung darstellt. Wirden wir die Variable

xo umbenennen, ware die ehemals freie Variable nun gebunden, was unzul&ssig ist.
Wirden wir die Variabler in y umbenennen, entstiinde ein Wort, das keinen Aus-
druck darstellt.

Von einem Ausdruck4d kann man durch eine Folge gebundener Umbenennungen
stets zu einem Ausdruck’ Gibergehen, in dem alle iA rel-freien Variablen sogar
abs-frei vorkommen. Alle ind’ abs-freien Variablen kdnnen am Anfang quantifi-
ziert werden. Verwendet man dafir den All-Quantor, so spricht man voritter
Quantifizierten All(A"); wird der Ex-Quantor verwendet, spricht man von Her
Quantifizierten Ex(A’). Ein AusdruckA heitaussagenlogisch einfaghfalls er

mit aussagenlogischen Methoden nicht zerlegbar ist, d. h. falls er einorebdr
Ausdruck ist oder mit einem Quantorsymbol beginnt, dessen Wirkungsbereich der
gesamte Ausdruck ist. Zwischen den Aussagen aus der Aussagenlogik ufd den
Ausdrucken gibt es folglich einen engen Zusammenhang: Jéd@unsdruck A ist

in folgender Weise ein aussagenlogischer Ausdruck, seine aussagenlogische Struktur
ausl(A) zugeordnet:

e Jedem quantifizierten Teilausdruck vdnder nicht zum Wirkungsbereich ei-
ner anderen Quantifizierung gehort, wird eine Aussagenvariable zugeordnet,
so dass gleichen quantifizierten Teilausdriicken die gleiche Aussagétwaria
und verschiedenen quantifizierten Teilausdriicken auch verschiedene Aussa-
genvariable zugeordnet sind.

e Jedem relationalen Teilausdruck adsder nicht im Wirkungsbereich einer
Quantifizierung auftritt, wird eine noch nicht verwendete Aussagenvariable
zugeordnet, wobei gleichen relationalen Teilausdricken nur eine Aussagen-
variable zuzuordnen ist.

Als Beispiel wahlen wir den Ausdruck
A= (JzxPyANzQy) — [-Jzx Py VvV Vy(yQy — xPy)].

Die aussagenlogische Struktur vdrliefert uns den aussagenlogischen Ausdruck
ausl(A) = (pAq) — (=pVr).

Der AusdruckA entsteht aususl(A), indem wir
p=3JzzPy, q=2zQy, r=Vy(yQy— zPy)

setzen.
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2.3. Interpretation der Terme und Ausdricke

Es seien eine Signatwrund eine nichtleere Tragermenfjegegeben.
Eine S-Interpretation in U ist eine Abbildungv mit folgenden Eigenschatften:

e Fur jedes Konstantensymhok S istw(a) ein Element au$/.

e Fir jedesn-stellige Relationssymba? ist w(P) einem-stellige Relation auf
U.

e Furjedesi-stellige Operationssymbdglist w( f) einen-stellige Operation auf
U.

Flrw(a),w(P),w(f) schreiben wir abkirzend’, P“, f~. Dann ist
U=U{a"lacSH{f| fesSt{P’|Pes})

eine algebraische Struktur, wie sie aus der Algebra bekannt ist; wir nennen=sie ei
fach S-Algebra% . Insbesondere kdnnen wir die Begriffe Homomorphismus, Iso-
morphismus und den Homomorphiesatz hier verwenden. Die Ausdriicke unserer
Sprache?® sollen nun in einef-Algebra? interpretiert und ihnen ein Wahrheits-
wert zugewiesen werden. Dazu gehen wir schrittweise vor. Unter Bielegung

der Variablen mit Elementen alsverstehen wir eine Abbildung, die jeder Varia-
blenz € o7 genau eimv(z) = z® € U zuordnet. Mit Hilfe einer Belegung kdnnen

wir induktiv jeden Termt € 7% in der S-Algebra% interpretieren, indem wir die
Interpretationu in nattrlicher Weise auf Terme ausdehnen.

1. Atomare Werte:

e Ist der Termt € .7° eine Variabler, so giltw(t,a) = z°.
e Ist der Ternm¢ ein Konstantensymbal € S, so istw(t, o) = a*.

2. Abgeleitete Werte:

e Fireinen Terny(ty,...,t,) € 77 qgilt
w(f(te,....tp),a) = fY(w(ty,@),...,w(ty,a)).
3. Zujedem Term € .7° gibt es eine natirliche Zaht, so dass der Weti(t, o)

durchm-malige Anwendung von 2. aus den atomaren Werten erhalten werden
kann.



2.3. INTERPRETATION DER TERME UND AUSDRUCKE 45

Damit ist fiir jeden Term € .7° die GréReu(t,«) bei jeder Belegung: ein wohl-
bestimmtes Element aus dem TragerAls Beispiel seien etwa

S={a,f.9.P.Q}, ¥=(N;1+,=,>).

Furden Ternt = f{z,9[f(y,a), f(y,a)] } erh@lt man bei einer beliebigen Belegung
%

w(t,cv) — 2 4 (ya_|_aw)2 — 2o (ya_{_l)Z’

woraus man leicht den Wert berechnen kann. Die Frage, wie sich der Wert eines
Terms bei einer homomorphen Abbildung deAlgebra?/ verandert, wird durch
den nachsten Satz geklart.

2.2. Wertubertragung bei homomorphen Abbildungen:Es seien
= (Ur,w1), U= (Uz,w2)

homomorphé&-Algebren,p ein Homomorphismus votx; auf %5, o eine Belegung
ausU; unda® die in U, induzierte Belegung, d. " = ().
Dann gilt fur jeden Term € .75 : p(wi(t,a)) = wa(t,a®).

Beweis:Den Beweis dieser Aussage fuhren wir induktiv tber den Termaufbau. Es
seia eine beliebige Belegung adj. Istt eine Variabler, so folgt

pwilt, @) = p(a®) = 2% = wa(t,a¥).
Istt ein Konstantensymbal, so schlie3en wir

p(wi(t, ) = p(a*t) = a*? = wa(t,a¥).

Damit ist der Induktionsanfang abgeschlossen.

Angenommen, fur die Terma, ..., t, ist die Behauptung richtig. Es sé¢iein be-
liebigesn-stelliges Operationssymbol. Fiur den Tetrms f(t1,...,t,) erhalten wir
dann:

p(wi(t,a)) = o[ fwilty,a),...,wi(tn,@))]

= [“?lp(wi(t1, @), ..., p(wi(tn, )]

= [ (wa(t1,a?),...,wa(tn,a?))

= wo(t,a?).
Damit gilt die Behauptung fiir alle Terme. *
Fur eine beliebige Belegung bezeichnen wir mlbz”“"llg diejenige Belegung, die
der Variablenz; den Wert{; zuordnet{=1,...,r) und sonst mitx Ubereinstimmt.
Die Verhaltnisse zwischen dem Wert eines Terms vor und nach einer Tesgtmiing
werden durch den folgenden Satz geklart.
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2.3. Wertlibertragung bei Termeinsetzungen in TermenEs seienw eineS-Inter-
pretation inU undt(z) ein S-Term, in dem die Variable vorkommt. Dann gilt fur
jedenS-Termt und jede Belegung:

w(t(a]t), @) = w(i(e),a% ).

Der induktive Beweis dieses Satzes Uber den Termaufbau(vgrkann sehr leicht
vom Leser gefuhrt werden.

Wir kdnnen nun induktiv einem gegebengrAusdruckA in einerS-Algebraz bei
einer Belegungy der Variablen mit Werten aus einen Wahrheitswert wy (A, «)
zuordnen.

1. Relationale Ausdricke:
Firm beliebige Termey, ..., t,, € 7° und jedesn-stellige Relationssymbol
Rist
WWoy, (Rt1...ty,a) = RYw(t1,a)...w(tm, @)

[ W falls (w(t1, @), ... ,w(tm,a)) € RY,
| F, sonst. '

2. Abgeleitete Wahrheitswerte:
o Aussagenlogische Ausdriicke: Fiir alleB € .Z° ist
WWoyy, (mA, o) = not(wwyy, (A, ar)),
WWy, (AN B,a) =andwwy, (A, a),WWy, (B,a)),
WWy, (AV B,a) = or(Wwg, (A, a),wwyy, (B, a)),
WwWy, (A — B,a) =seqwwy, (A, a),WWy, (B,a)),
WW%(A = B,Oé) = aCKWW%(A,Oé),WW%(B,Ck))

e Quantifizierte Ausdriicke: Fur jeden Ausdrugkz) € . ist

(W, fallsfluralle¢ € U gilt
WwWy, (VY A(z),a) = < Wway (A(z), ) =W,
| I, sonst.
(W, fallseiné € U existiert mit
WWoy, (JxA(z), o) = < WWay (A(z), o) =W,
F, sonst.

\

3. Zu jedem Ausdruckd existiert eine nattrliche Zahi, so dass man seinen
Wahrheitswert mittels-maliger Anwendung von 2. aus den atomaren Wabhr-
heitswerten gewinnen kann.
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Damit ist jedemS-Ausdruck A beziglich einerS-Algebra# bei jeder Belegung

« ein wohlbestimmter Wahrheitswert zugeordnet. Z8rusdriicke heil3elogisch
aquivalent, wenn sie bei jeder Interpretation und jeder Belegung den gleichen Wahr-
heitswert haben. Es ist klar, dass die Ausdrticke

AABund—(—-AV-DB),
A— Bund—-AV B,
A~ Bund—=(AV B)V-(—-AV-B),
VrA(x) und—3z—A(x)

logisch &quivalent sind. Wir konnen daher im Alphabet auf die Funktoren, <

und den QuantoY verzichten, ohne die Ausdrucksstarke der Sprache einzuschran-
ken. Insbesondere kénnen bei den induktiven Definitionen die entsprechenden Re-
geln weggelassen werden, so dass bei induktiven Beweisen nur noch die Regeln flr
-, V,d nachgewiesen werden mussen.

2.4. Koinzidenzlemma:Es seiw; eine Sp-Interpretation inU, w» eine So-Interpre-
tation inU und.S = S1N.S,. Dann gilt fir jedenS-Termt, jedenS-AusdruckA und
jede Belegung in U:

e Falls die int auftretenden Symbole € S gleich interpretiert werden, d. h.
1 = s*2 gilt, so istw1(t,a) = wa(t, a).

e Falls die in A auftretenden Symbole awsgleich interpretiert werden, so ist
mit denS-Algebren?s = (U, w1)und?s = (U,wy)

WWy, (A, o) = Wi, (A, o).

Beweis:Der Beweis wird induktiv Gber den Termaufbau bzw. Gber die Ausdrucks-
stufe gefuhrt. Fihren wir zunéchst den Beweis fir Terme. Fir den Induktionsanfang
seit ein Konstantensymbal. Nach der Wertdefinition gilt danw;(¢,«) = a*i und

nach Voraussetzung igt® = a“2, womit wir die Gleichungskette

wi(t,a) = a*“t = a? = wa(t,a)
erhalten. Ist eine Variabler, so folgt fur jede Belegung
wi(t, ) = 2% = wo(t, o).

Es seien,,...,t, Terme undf einn-stelliges Operationssymbol; nach Induktions-
voraussetzung sei ferner

wi(ti,a) = wa(t;, ), i=1....n.
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Mit der Voraussetzung“* = f“2 und der Induktionsvoraussetzung schliel3en wir:

wi(t,a) = fHwi(ty, ), .. ,w1(tn, @)
= f“Ywo(t1,q),...,wa(tp,a))
= f2(wa(t1,q),...,wa(tp,a))
= wa(t, )

Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

Fur die zweite Behauptung haben wir einen induktiven Beweis lber die Ausdrucks-
stufe auszufthren. Ist ein relationaler Ausdruck:

A=Rty...ty,
so erhalten wir mit der Voraussetzung und der schon bewiesenen 1. Behauptung

WW%l(Rtl. I Oz) = Rwlwl(tl, Oz) .. .wl(tm,&)
= R%2w)(t1, ) ... wo(tm, )
= WW%Z(Rtl. b, Q).

Fir den Induktionsschritt haben wir die F&hel, A v B, 3z A(x) zu untersuchen.
Fall —=A: Mit der Induktionsvoraussetzung folgt

WWay, (0 A, o) = not(wwey, (A, o))
— not(wwa,(4,))
- Ww%z(_'Aa Oé).

Fall AV B: Mit der Induktionsvoraussetzung ergibt sich sofort

Ww%l(Av B, a) = OI’(WWag/l(A, Oé),WWag/l(B, a))
= 0r(WWgy, (A, o), WW, (B, a))
:WWag/z(A\/B,a).

Fall 3z A(z): Falls ein¢ € U mit
WWo, (A(z),ag) = W

existiert, folgt einerseits wy, (3zA(x),a) = W und wegen der Induktionsvoraus-
setzung gilt

W = wWWay (A(z),af ) = WWas (A(2), o)
= WWg, (IzA(2), ),
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also zusammen wyy (JzA(x),a) = W = Wwy, (JzA(z),a). Ganz analog behan-
delt man den anderen Fall. *

Damit ist insbesondere gezeigt, dass sowohl der Wert &r&srms als auch der
Wahrheitswert eines-Ausdrucks nur von der Interpretation fur die im Ausdruck
wirklich auftretenden Konstanten-, Relations- und Operationssymbole sowtewon
Werten der Belegung fir die im Ausdruck rel-frei vorkommenden Variablen abhangt
Enthalt der Ausdruck keine rel-freien Variablen, so ist er eine Aussag&édr) und

sein Wahrheitswert h&ngt nicht von einer Belegurap.

Der folgende Satz begrindet, warum die Termeinsetzung in einem Ausdruck nur
eingeschrankt moglich ist.

2.5. Wahrheitswerte bei TermeinsetzungEs seiA(z) ein S-Ausdruck. Dann gilt
fir jedeS-Algebra7 = (U,w), jeden zul&ssigen Tertrund jede Belegung in U:

WWay (A(x]t), o) =Wy (A(2), 0 0)-

P TW

Beweis: Der Satz wird induktiv Uber die Ausdrucksstufe vdiiz) bewiesen. Fur
den Induktionsanfang haben wir relationale Ausdrucke zu untersuchet{adsein
relationaler Ausdruck der Formti(x). ..t (), SO erhalten wir mit dem Satz tiber
die Wertlibertragung bei Termeinsetzung in Termen

WWy, (Rt1(z[t).. . tm(z|t),a) = Rw(t1(x|t), @) .. .w(tm(z]t), @)
= Rw(t1(x), 04 ) - - w(Em(2), a5 o)
=WWay, (Rt1(z) ... tm (), 0 0))-

Damit ist der Induktionsanfang abgeschlossen.
Den Induktionsschluss zeigen wir nur fir die Funktorery und den Quantos.
Es mdge etwa der AusdruckA vorliegen undt sei ein zuldssiger Term fir eine

Termeinsetzung von. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
Wwy (A(z[t), 0) = wwy (A(z),a%, )

P W

und daher

zung die beiden Gleichungen
Wwy (A(z]t),0) = Wwg (A(),0% ;)
WW%(B(SC‘t), CV) = WWy, (B(x)7afj(t’a))a
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womit wir schlief3en

WWoy (A(z]t) V B(x[t), o) = or(Wwoy (A(z]t), ), WWey (B(z]t), )
= or(Wway (A(x), 0,4 o)) WWay (B(), 04 )
=WWy (A(z) V B(2), 01 )))-

Es bleibt noch der Fall, dass der vorgelegte Ausdruck ex-quantifiziert ist. Hsgei a
der Ausdruckdy A(x,y) gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

WW% (A(ZEH, y)7 Oé) = WW% (A(;L‘, y)v&i(t’a))'

Dat ein zulassiger Term ist, kommt die Variabl@icht in¢ vor. Daher gilt fur jedes
neU:

w(t,af) =w(t,a)
und daher mit der Induktionsvoraussetzung

wWw (A(alt.y). o) = Wiy (A(z,).02" ).

also
(W, falls einn € U existiert mit
WWoy, (FyA(zlt,y), ) = < WwWaoy (A(z)t,y),an) = W,
| [, sonst.
(W, falls einn € U existiert mit
= 9 WWay (A(xay)aa?;]i(t’aﬂ - W)
| [, sonst.
= WWag/(EIyA(:L‘,y),ozi(t’a)).
Damit ist der Satz bewiesen. *

Wir beweisen nun, dass die gebundene Umbenennung zu keiner Anderung des Wahr-
heitswertes fur einen Ausdruck fthrt.

2.6. Invarianz des Wahrheitswertes bei gebundener UmbennundVenn ein Aus-
druck A durch eine zulassige gebundene Umbenennung in den Ausdiriiblergeht,
so ist bei jeder Interpretatiow und jeder Belegung in einer Tragermengé’

WWyy, (A, Oé) = WWyy, (A/, Oé).

Beweis: Der Beweis hierflr erfolgt wieder durch vollstandige Induktion tber die
Ausdrucksstufe voml. Ist A ein relationaler Ausdruck, dann muss nichts bewiesen
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werden, da in diesen Fallen keine gebundene Umbenennung maoglich ist. Fur die aus-
sagenlogischen Funktoren ist der Beweis sehr einfach und soll dem Leser Ulnerlasse
bleiben. Es sei der Ausdruéle A(x) vorgelegt und eine gebundene Variableerde

in z umbenannt, so dass der Ausdrutk4’(z) entsteht. Da die zuléssige gebunde-

ne Umbenennung im Wirkungsbereich der Quantifizierungaverfolgt, kommt die
Variable z im Ausdruck A’(x) abs-frei vor. Nach Induktionsvoraussetzung ist fir
jede Belegungy in U:

Wwoy (A(z), a) = Wwy (A'(2),0),
also auch fur jedes e U

Wwoy (A(z), o) = wwey (A'(z), ),
woraus

WWo, (FzA(z),0f ) = Wy (3zA'(2), f)

folgt. Wird dagegen die quantifizierte Variablein y umbenannt, so erhalt man
den neuen Ausdrucky A(y). Da die neue Variablg nicht im Wirkungsbereich der
Quantifizierung vorx: vorkommen darf, kann sie nicht i(x) vorkommen, so dass
der Ubergang vori (x) zu A(z|y) eine zulassige Termeinsetzung darstellt. Nach der
Wahrheitswertlibertragung bei Termeinsetzung in einem Ausdruck gilt abedg&ir je
Belegungo:

W (A(xly), ) = Wwy (A(x), ak).
Daraus folgt fur jedes € U
Wwoy (A(z]y), o) = WWey (A(z]y), o)
= Wwy (A(z),a),
day nichtin A(x) vorkommt, also
Wwy (FyA(z]y), o) = Wwey (3zA(2), ),

womit der Satz bewiesen ist. *
Jeder Ausdruck ist ein Ausdruck Uber einer Signattif A), die dadurch entsteht,
dass man irt(A) alle im AusdruckA auftretenden Symbole agszusammenfasst.
Entsprechend erhalt man dazu eine Unteralgebial) = (U,w,4) der S-Algebra
% = (U,w), indem man die Interpretatian auf S(A) einschréankt. Dabei wird der
Wert wwy, (A, ) offenbar nicht geéndert.

Fur die Interpretation eines Ausdrucks in homomorpBehlgebren gilt
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2.7. Invarianz des Wahrheitswertes bei einem Homomorphismudst ¢ ein Ho-
momorphismus des-Algebra?/ auf die S-Algebra%5, so gilt flr jeden Ausdruck
A und jede Belegung ausUsy: WWy, (A, ) = WWy, (A, a¥).

Den induktiven Beweis tber die Ausdrucksstufe fiihrt man analog zu oben. Insbeson-
dere besagt dieser Satz: Der Wahrheitswert eines interpretieersdrucks andert
sich beim Ubergang zu einer homomorphen Struktur nicht.

In Analogie zur Aussagenlogik fihren wir nun die grundlegenden Begriffe Erfull-
barkeit und Allgemeingultigkeit ein, die auf dem Wahrheitswert eist@susdrucks
beruhen; dieser wiederum konnte nur auf der Grundlage éirfdgebra vergeben
werden. Daher wird sich die Erfillbarkeit bzw. Allgemeingultigkeit einesérucks
zunachst auf eing-Algebra beziehen mussen. EshAusdruck A heildt in einers-
Algebra?/ = (U,w) erflllbar, wenn es eine Belegung ausU derart gibt, dass
wwy, (A, o) = W gilt. Wir nennen einen Ausdruclilligemeingultig in %, wenn

er durch jede Belegung erfiillt wird. Mérf®(%) undag®(% ) bezeichnen wir die
Menge aller in% erfillbaren bzw. allgemeingultigen Ausdriicke. Uber die Erfull-
barkeitsmenge gelten u. a. die folgenden, unmittelbar einsichtigen Aussagen:

Rty...ty, € erfs(?/) <= es gibt eine Belegung und
(w(t1,a), ..., w(tm,a)) € R,
—A e erf®(%) < es gibt eine Belegung und wwy, (A4, ) = F,
ANB e erfs(%) < es gibt eine Belegung und
Wwy, (A, ) =wwy (B,a) =W,
AV B eerf® (%) < Acerf”(%) oderB e erf® (%),
(A— B) €erf’(%) <= es gibt eine Belegung und
aus wwy (A, «) = W folgt wwy, (B,a) = W,
VzA(z) € erf’(%) < es gibt eine Belegung und fiir alle¢ € U gilt
WWoy (A(z), ) =W,
JrA(z) € erf® (%) < es gibt eine Belegung und fiir ein¢ € U gilt
WWo (A(z),0f) = W.
Jeder in einef-Algebra?/ allgemeingtiltige Ausdruck ist auch #r erftllbar:
ag”® (%) Serf>(U).

2.8. BeziehungstheoremHinsichtlich Allgemeingultigkeit und Erflllbarkeit gelten
die folgenden Beziehungen:

1. Acag® (%) <= A erfS(U).
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Acerf®(U) <= -Adag®(U).

(AAB) € ag®(%) <= Acag®(%)undB € ag®(%).

WennA € ag® (%) oderB € ag® (%), so(AV B) € ag®(%).
Wenn(A — B) € ag®(% ) und A € ag® (%), sOB € ag® (%).
Wenn(A — B) € ag® (%), so giltA € ag® (%) < B € ag®(%).
Wenn(AA B) € erf” (%), s0A € erf” (%) und B € erf®(%).
VrA(z) € ag® (%) <= A(z) € ag®(%).

JrA(x) € erf (U ) <= A(z) € erf>(%).

WennA(z) € ag® (%), so3zA(x) € ag® (%).

11. WenrzA(z) € erf® (%), S0 A(x) € erf(%).

© 0 NOoO Ok WD

[ —
o

sind unmittelbar einsichtig. Exemplarisch beweisen wir die Beziehung Q Beaiz
JxA(z) € erf”(%), d. h. es gibt eine Belegungin U mit wwy, (3zA(z),a) = W,
Folglich gibt es eirg € U mit wwy, (A(z),af) = W, womit bereits eine verifizie-
rende Belegung fur den Ausdruekx) gefunden ist. Ist umgekeh#(x) erfullbar,
so gilt fir eine gewisse Belegung

Wwyy, (A(x),a) = W.

Bei dieser Belegung wird die Variablemit £ = z“ belegt; auRerdem gilt = o,
woraus zusammen mit der Wahrheitswertdefinition

W =wwg (A(z),a) = Wwa (A(z), ag ) = Wy (JzA(z), )

folgt. *

Ein Ziel der mathematischen Logik ist es, das logische Schlie3en innerhalb der Ma
thematik zu modellieren, d. h. die in mathematischen Beweisen UblichdusSwei-

sen zu begriinden. Innerhalb der Spraghewiderspiegeln sich die mathematischen
Schlussweisen in formalen Schlussregeln, die die Eigenschaft haben, dassanan a
allgemeingultigen Ausdriicken mittels dieser Schlussregeln stets waddgemein-
glltige Ausdriicke erhalt. Der folgende Satz fasst die in der Spracheeltenden
formalen Schlussregeln zusammen.

2.9. Satz:Fur allgemeingultige Ausdriicke gelten die folgenden 7 Schlussregeln.

e Abtrennungsregel:
AusA € ag®(% ) und(A — B) € ag® (%) folgt B € ag® (% ).

e \Vordere All-Quantifizierung:
Aus(A(x) — B) € ag® (%) folgt (VzA(x) — B) € ag®(%).
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e Hintere Ex-Quantifizierung:
(A — B(z)) € ag®(%) folgt (A — 3zB(z)) € ag®(%).

e Hintere All-Quantifizierung:
Es seiA ein Ausdruck, in dem die Variablenicht vorkommt. Dann folgt aus
(A — B(z)) € ag®(%) stets, das$A — VzB(z)) € ag® (%).

e \Vordere Ex-Quantifizierung:
Es seiB ein S-Ausdruck, in dem die Variablenicht vorkommt. Dann folgt aus
(A(z) — B) € ag® (%), dass auci{3z A(x) — B) € ag® (%) qilt.

e Termeinsetzung fur abs-freie Variable: Fur jeden flr A zuldssigen Term
folgt ausA(x) € ag® (%), dassA(z|t) € ag® (%) gilt.

e Gebundene UmbenennungWennA € ag®(%) und A durch eine zulassi-
ge gebundene Umbenennung in eirfeédusdruck A’ Gibergeht, so gilt auch
Al € ag®(%).

Beweis: Die Abtrennungsregel ist die 5. Beziehung aus dem Beziehungstheorem.
Wir zeigen die Regel der vorderen All-Quantifizierung. Angenommen, sie ssitfal
Dann gibt es eine Belegungmit

Wwyy (A(x) — B,a) =W, wwy (VeA(x) — B,a) =F.
Daraus folgt
wwy, (Ve A(x),a) =W, wwgy (B,a)=F.
Mit der Voraussetzung ww (A(x) — B,a) = W folgt daraus, dass
WwWy, (A(x), o) = F

gilt, was aber offensichtlich unméglich sein kann. Dieser Widerspruch bedieis
vordere All-Quantifizierung.

Zum Beweis der hinteren Ex-Quantifizierung nehmen wir an, die Behauptung ware
falsch. Dann gibt es eine Belegungnit

WwWy, (A, o) =W, wWwey (JzB(x),a) = F.

Die letzte Gleichung besagt, dass es ke@U gibt mit WW@/(B(x),ag') =W, d.h.
fir alle { € U ist wwyy (B(z), o) = F, also wwy (B(z),a) = F, woraus wegen
(A — B(x)) € ag®(%) sofort folgt, dass ww, (A4,a) = F gilt. Dieser Widerspruch
beweist die hintere Ex-Quantifizierung.

Fur den Beweis der hinteren All-Quantifizierung aagine beliebige Belegung; nach
Voraussetzung gilt

WWy (A — B(z)),a) = W.
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Nehmen wir nun an, dass die Behauptung nicht gilt:
WWy, (A — Ve B(z)),a) = F.

Dann ist wwy, (A, «) = W und es existiert ei € U mit
WWo, (B(z),a¢) = F.

Da die Variabler im AusdruckA nicht vorkommt, stimmen die Belegungerund
o auf dem Ausdrucld Uberein, so dass

WWoy (A, o) = Wwoy (A, a) = W.
Mit der Voraussetzung erhalten wir daraus:
W =wwy (A— B(z),af) = sedwway (A, a),wwy (B(x),af)) = seqW, F) = F,

was sicherlich unmdglich ist.

Die vordere Ex-Quantifizierung wird nach dem gleichen Schema bewiesen.

Die Schlussregel der Termeinsetzung fur abs-freie Variable folgt direldemasSatz

uber die Wahrheitswerttibertragung bei Termeinsetzung.

Die Regel der gebundenen Umbenennung folgt aus dem Satz tber die Wahrheitswer-
tinvarianz bei gebundener Umbenennung. *

Die Untersuchung allgemeingiiltiger Ausdricke in einer konkrététigebra ist na-
turlich nicht Gegenstand der mathematischen Logik, sondern einer mathematische
Theorie dieser Algebra vorbehalten. Hier interessieren wir uns fiir jene Alksdriic
und Satze, die in allen Algebren gelten.

Ein S-AusdruckA heifl3tallgemeingdiltig in einer Tragermeng¥&, wenn er in einer
beliebigenS-Algebraz = (U,w) allgemeingiiltig ist. Dabei seig”® (U) die Menge

aller in U allgemeingultigert-Ausdricke. EinS-AusdruckA heil3terfullbar in U,

wenn es eing-AlgebraZ = (U,w) gibt, in derA erfiillbar ist. Miterf® (U) wird die
Menge aller inU erfilllbaren Ausdriicke bezeichnet. SchlieRlichsei die Menge

aller S-Ausdrucke, die in jeder Tragermenge allgemeingultig sind; entsprechend sei
erf* die Menge allerS-Ausdriicke, die in mindestens einer Tragermenge erfiillbar
sind. Demnach gelten die folgenden Inklusionen:

ag® Sag®(U) Sag®(%) Serf (%) Serf®(U) S erf”.

Fur alle Arten der Allgemeingultigkeit und Erftllbarkeit gelten insbesondeser/di
Schlussregeln in analoger Form.

Wenn wir mitAxa® die Menge aller jene§-Ausdriicke bezeichnen, die man aus dem
aussagenlogischen Axiomensystara dadurch erhalt, dass man fur die dort auftre-
tenden Aussagenvariablen gleichzeitig beliettgAusdricke einsetzt, so sind alle
diese in jeder Tragermenge allgemeingiiliga® < ag®. Im Ubernachsten Abschnitt
verschaffen wir uns einen gewissen Uberblick lber allgemeingtiltige Ausdiiicke
jeder Tragermenge.
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2.4. Folgern, Ableiten, Beweisen

Das logische Folgern gehort zu den grundlegenden Begriffen der mathematischen
Logik. Hierbei geht es darum zu modellieren, was ein Mathematiker tut, wena-er
thematische Sétze ,folgert“. Dazu benétigen wir den Modellbegriff. E®26&i .#°

eine Menge vors-Ausdriicken der Sprach#?. Eine S-Algebra% = (U,w) heit

Modell fir die Ausdrucksmenge?”, wenn jeder Ausdruck aug™ allgemeingultig

in % ist: 2 € ag®(% ). Der Modellbegriff stellt somit eine Relation zwischen einer
Ausdrucksmenge und solchen algebraischen Strukturen her, in denen alle Ausdricke
der Menge so interpretiert werden kdnnen, dass aus ihnen wahre Satze der Struktur
werden. Damit kbnnen wir insbesondere sagen: Ein AusdAusk genau dann all-
gemeingultig i , wenn% Modell der Einermengé¢ A } ist, d. h. wennz Modell

far { All(A) } ist. Analog ist ein Ausdruck! genau dann erfillbar if%Z, wenn die
Algebraz Modell fur { Ex(A) } ist. Betrachten wir dazu einige Beispiele.

Es seiS = { e, - } mit einem zweistelligen OperationssymboEine solche Signatur

ist z. B. Grundlage der Gruppentheorie. Eine konkrete Halbgruppe ist dann Modell
flr die Ausdrucksmenge

H() ={VaVyVz((z-y) -z =z (y-2)] },

eine kommutative Halbgruppe ist Modell von
H,(-) = A()U{VaVy(z-y=y-x)},

eine Gruppe ist Modell von
G(e,)=()U{Va[e-x=zx], VaTyly-x =€ }.

(Zur besseren Ubersichtlichkeit haben wir in den Ausdriicken eigentlich \asigéa
Klammern eingefiigt.) Die kommutativen Gruppen sind Modelle von

Gi(e,") =G (e, ) U{Vavy(z-y=y-z) }.

Wahlt man als Signatus = { o, +, - } mit zwei zweistelligen Operationssymbolen
und—+, so ist ein kommutativer Ring Modell von

K (0,+,") = (0, +) UA()U{V(2,y,2)[x- (y+2) =x-y+u-2] }.

Wahlt man schlieBlich als Signatdr= { o,e,+,- }, dann ist ein Kérper Modell der
Ausdrucksmenge

H(o,e,+,) =X(0,+, ) U{Vr(r-e=x), Ve[r #£o— Jy(x-y=e)],oF#e}.
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Wir sagen, dass eif-Ausdruck A aus 2" folgt, wenn jedes Modell flitZ™ auch
Modell fur { A} ist, d. h. wennA in jeder Algebra allgemeingultig ist, in der die
Ausdriicke aus2” allgemeingiiltig sind. MitFI°(.2") bezeichnen wir die Menge
aller Ausdrticke, die aug  folgen. Dabei gilt offensichtlich

2 SFIP(2).

Daim Falle27 £ 25 jedes Modell fiir2> auch Modell fir.27 ist, gilt die Monoto-
nie

212 = FI°(21) SF°(25).

Jede Algebra ist Modell der leeren Menge; also folgt ein Ausdruck genau dann aus
der leeren Menge, wenn er in jeder Algebra allgemeingdiltig ist:

FI%(0) = ag®.

Daher ist die Folgerungsmenge der leeren Menge beztiglich der 7 Schlussregeln ab-
geschlossen, falls man diese als rein syntaktische Regeln auffasssidfiateicht,

dass dies fur jede Folgerungsmenge gilt. Da ein Ausdrugenau dann allgemein-
glltig in einerS-Algebra ist, wenn dies fir seine All-QuantifizieAd( A) gilt, haben

wir

AeFIP(2) < All(A) e FI°(Z),
und damit
FI9(2°) = FI°(AII(Z)),

wobeiAll(Z") die Menge aller all-quantifizierten Ausdriicke a#Sist. Mithin kann
man sich darauf beschranken, nur aus Aussagenmengen zu folgern und daraus auch
nur Aussagen.

2.10. Abgeschlossenheit der Folgerungsmengdeie Folgerungsmenge jeder Men-
ge vonS-Ausdricken ist abgeschlossen bezlglich des logischen Folgerns:
WennZ S 2%, soFI° (FI°(27)) SFIS(2).

Beweis:Wir zeigen zunachst, dass jedes Modell f£irauch ein Modell fur die Fol-
gerungsmengEBl®(.2") sein muss. Dazu sé ein Modell fir 2" und A € FI°(%").
Dann ist A allgemeinglltig in%, woraus wir schliel3en, dasg ein Modell fir
FI9(2) ist. Es sei nund € FI°(FI°(2)); dann istA sicher allgemeingiltig in je-
dem Modell fiirFI°(.2"). Da aber jedes Modell fii2" auch Modell fiir deren Folge-
rungsmenge ist, mus$erst recht in jedem Modell fi2™ allgemeingdltig sein, d. h.
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AeFIS(2). *

Wir wollen versuchen, die allgemeingultigen Ausdrticke bzw. die Folgerungsmen-
ge einer gegebenen Menge von Ausdriicken axiomatisch zu charakterisieren. In der
Aussagenlogik war dies eine einfache Aufgabe, konnte man doch mittels Wahrheits
tafel, Normalform oder Standardform entscheiden, ob ein Ausdruck allgemeggulti
ist. Hier hat diese Frage grundsatzliche Bedeutung, da man in den meistem Fall
kein allgemeines Verfahren hat, um diese Frage in endlich vielen &rhatt ent-
scheiden. Es gibt ndmlich Ausdrticke, die nur in einer unendlichen Algebra allge-
meingultig sind.

Beispiel: Betrachten wir den Ausdruck

VexRf(x) A\Ver—xRx ANV2VyVz[(z Ry AyRz) — zRz|,

worin R ein zweistelliges Relationssymbol uricein einstelliges Operationssymbol
bedeuten sollen. Dieser Ausdruck wird im Bereich der natlrlichen Zakjesine
wahre Aussage, wenn mdhals <-Beziehung und (z) als Nachfolger von: inter-
pretiert: f(x) = x + 1. Er lautet dann namlich in ausgesprochener Form: ,Fir jedes
x € Ngistz < z+ 1 und fur keinx € N gilt x < 2 und ftr alle natirlichen Zahlen
x,y,z gilt: Aus z < y undy < z folgt = < z*“.

Nehmen wir an, dass der Ausdruck in einer endlichen Algebra- (U,w) allge-
meingultig ist. Fiinm € U betrachten wir die Folge

mo=m, mi—l—].:fw(mi)? i2071727"'

Da U endlich ist, muss diese Folge enden; es existieren zwei natlrliche Zalilen
mit £ < [ undm; = m;. Wegen des ersten Teils im Ausdruck dit;,m; 1) € R¥;
nach dem dritten Teil isk“ eine transitive Relation, also mu§s;,m;) € R“ sein,
was aber wegem;, = m; dem zweiten Teil des Ausdrucks widerspricht.

Dieses Beispiel zeigt uns, dass man die Allgemeingiltigkeit mitteledagigen im
allgemeinen nicht in endlich vielen Schritten entscheiden kann.

Als Schlussregeln verwenden wir die oben erklarten 7 in rein syntaktisairen.
Ein AusdruckA € .2 heildt aus einer Meng€” € #° ableitbar, kurz in der Form
2 = A geschrieben, wenn ma# durch endlich oftmaliges Anwenden der fol-
genden Regeln erhalt.

1. WennA e Z',s02" = A.

WennZ2" = Aund 2" = (A — B),s0oZ = B.

Wenn2" = (A(x) — B),soZ = (VzA(x) — B).

Wenn2" = (A — B(z)),s0Z = (A — JxzB(x)).

Wenn2" = (A — B(z)) undx ¢ var(A), soZ" = (A — VzB(x)).
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e WennZ" = (A(x) — B)undzx ¢ var(B), s0Z" = (IzA(x) — B).

e Wenn.Z2" = A(z), sS0.Z" = A(z|t) fur jeden zulassigen Term

e Wenn2 = A und A’ entsteht durch eine zuléssige gebundene Umbe-
nennung aus!, so.Z2" = A'.

2. Zu jedem aus?” ableitbaren Ausdruckl gibt es eine nattrliche Zahi, so
dassA durchn-malige Anwendung der Regeln in 2. aus den Ausdrticken aus
2" gewonnen werden kann.

Die Ableitungsmenge vor?” bezeichnen wir mib® (.2"); sie ist die kleinste Men-

ge von Ausdriicken, die die Mengg” umfasst und abgeschlossen hinsichtlich der
obigen 7 Schlussregeln ist. Durch vollstandige Induktion Gber die Ableitungsstufe
zeigt man

2.11. Endlichkeitssatz fur die Ableitbarkeit: Jeder aus einer Meng&™ ableitbare
Ausdruck ist aus einer endlichen Teilmenge wrableitbar.

Ein Ausdruck A heiRt aus einer Menge?” € _#° beweisbar, kurz in der Form
2 +— A geschrieben, wenn er aus der Mer#jeJ Axa® ableitbar ist:

X A<= 2 UAxa® = A.

Es seiBw”(.2") die Menge aller au?” beweisbaren Ausdriicke, d. h.
Bw”(2") = Ab” (Axa® U Z").

2.12. Satz:Die Beweisbarkeit hat folgende Eigenschaften:

1. Einbettung: Fir jede Menge2” € % gilt: 2" S Bw®(2").

2. Monotonie: Fiir beliebige Menger#?, 2> € 2% qilt:
Aus der Relation2y € 2> folgt Bw® (.271) S Bw”(25>).

3. AbgeschlossenheitFiir jede Menge2” € £~ gilt:
Bw” (Bw”(2")) = Bw”(2).
4. Endlichkeit: Jeder ausZ” € .#° beweisbare Ausdruck ist aus einer endlichen

Teilmenge vorZ™ beweisbar.

5. Ableitbarkeit:
Wenn(A — B) aus 2 £ .#° beweisbar ist, so isB aus. 2" U{ A} beweisbar.

6. Deduktion: Ist A eineS-Aussage un® aus 2" U{ A } beweisbar, so ist auch
(A — B)ausZ beweisbar.
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Die Beweise der einzelnen Aussagen sind sehr leicht bzw. lassenistuitieer die
Ausdrucksstufe fiihren.

Den Zusammenhang zwischen der syntaktischen Beweisbarkeit und dem semanti-
schen logischen Folgern stellt der folgende Satz her.

2.13. Hauptsatz der Pradikatenlogik erster StufeEin S-Ausdruck ist genau dann
aus einer Ausdrucksmeng& S .#° beweisbar, wenn er aug” folgt:

Bw”(2°) = FI°(Z).

Eine kleine Folgerung soll aus dem Hauptsatz gezogen werden. ES seie Aus-
drucksmenge ubef, S(.27) die Signatur aus allen jenen Symbolen dusdie in den
Ausdricken vonZ~ effektiv vorkommen. Nach dem Hauptsatz gilt dann

Bw®(#)(27) = FIS(Z) ().
Mit FI*(Z)(2) = FIS(2) n.25(#) schlieBen wir
Bw®(#)(2) = Bw’(2)ng5*),

d. h. alles, was man in einer Sprache erster Stufe formulieren und innerihaib
elementaren Erweiterung dieser Sprache beweisen kann, ist bereits ingeeere
Sprache beweisbar.

2.5. Pradikatenlogische Satze

Wir untersuchen hier solche Ausdriicke einer Sprache erster Stufe Uber einéniSigna
S, die in jederS-Algebra allgemeingultig sind.

2.14. Godel'scher VollstandigkeitssatzJeder allgemeingultige Ausdruck tber der
SignatursS ist ausAxa” ableitbar: ag® S Ab® (Axa®).

Nach dem \ollstandigkeitssatz sind alle allgemeingiiltigen Ausdriickéaisab-
leitbar, d. h. aus der leeren Menge beweisbar. Auf Grund der Monotonieeigenschaft
sind die allgemeingultigen Ausdriicke daher aus jeder Menge beweisbar. Es sollen
hier einige Ableitungen effektiv ausgefiihrt werden. Anstelle vér-0! schreiben

wir kurz — A.

Zuné&chst ist klar, dass adsa® alle aussagenlogisch allgemeingultigen Ausdriicke
ableitbar sind. Insbesondere ist der Ausdrugk) — A(x) aussagenlogisch allge-
meingultig, also gilt

(1) +— Ax) — A(x).
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Wenden wir die vordere All-Quantifizierung bzw. die hintere Ex-Quantifizierung an,
so folgt

(2) = VzA(zr) — A(x),

(3) +— A(z)— JzA(z).

Indem auf (2) die hintere Ex-Quantifizierung angewendet wird, folgt
(4) +— VzA(r)— JzA(x).

Diese Schlussweise mehrfach (mit eventueller gebundener Umbenennung) angewen-
det, liefert

5 — Al(A)— A,

6) — A— Ex(A),

7) — Al(A) — Ex(A),

8) Zt— Alx)<—= ZI— VzA(x).

Beweis:Ist 2" +— VzA(z), so folgt aus (2) mit der Abtrennungsregel, dass
I —  Az).

Es sei umgekeht#?” — A(x) und A* ein Ausdruck, der die Variable nicht ent-
halt, aber aus\xa® ableitbar ist. Wegep — (¢ — p) € ag folgt

2 A(r)— (A" — A(x))

(
(
(
(

und daraus mit der Abtrennungsregel
2 A" — A(z).

Der AusdruckA* enthéalt nicht die Variable:; also konnen wir die hintere All-
Quantifizierung anwenden:

2 A* > VzA(x).

Mit der Abtrennungsregel folgt die Behauptung. *
Durch mehrmalige Anwendung von (8) und gebundener Umbenennung folgt

9) Z't— Alx)<= Z'+— Al(A(x)).
Es gelten die folgenden Regeln der Quantorenvertauschung

(10) = VaVyA(z,y) — VyVzA(z,y),
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1) = ZeTyA(ey) < FyFeA(sy),
(12) +— daVyA(z,y) — VydzA(z,y).

Beweis:Bei der Regel (10) gehen wir von (1) mit(z,y) aus und wenden der Reihe
nach zweimal die vordere All-Quantifizierung, zweimal die gebundene Umbenen-
nung, zweimal die hintere All-Quantifizierung und schliel3lich zweimal die gebun-
dene Umbenennung an, wodurch wir die folgende Beweisfolge erhalten:

= A(z,y) — A(z,y), = VaVyA(r,y) — A(z,y),
—  VYuVvA(u,v) — A(z,y), —  YuvvA(u,v) — YyVeA(z,y),
—  VaVyA(x,y) — VyVeA(z,y).

Indem wirz undy vertauschen, erhalten wir
—  VyVzA(x,y) — VaVyA(z,y).
Aus beiden folgt Uiber das SchlieRen auf eine Aquivalenz

(p—q)—g—p) — (<)

mittels Abtrennung sofort (10). Ganz analog zeigt man (11).

Zum Beweis von (12) gehen wir wieder von (1) mi{x,y) aus und wenden vorde-

re All-Quantifizierung, hintere Ex-Quantifizierung, gebundene Umbennung, vordere
Ex-Quantifizierung, gebundene Umbenennung, hintere All-Quantifizierung und ge-
bundene Umbenennung an:

— Alz,y) — A(z,y), = VyA(z,y) — Fud(u,y),
— YA(z,v) — JuA(u,y), F— FxVvA(z,v) — VyTFuA(u,y),
= 3y A(z,y) — Vy3IrA(z,y),

womit schon alles bewiesen ist. *

Aus diesen kleinen Beweisen wird das allgemeine Beweisprinzip klan sdahe

sich geeignete allgemeingultige, aussagenlogische Ausdriicke (z. B. Axiome aus
Axa) und wende darauf eine geeignete Folge von Schlussregeln an. Welche Folge
von Schlussregeln schliel3lich zum Ziel fuhrt, bleibt der Intuition des Akteurs Uber
lassen. So gibt es die folgenden Regeln der Quantorenverteilung.

13) +— Vz[A(z)AB(x)] < VxA(z) AVzB(x),

)
(

(

(14) +— VzA(z)VVzB(x) — Vz[A(z)V B(z)],
(15 = Va[A(z) = B(x)] = [VeA(z) — Ve B(z)],
(16) +— Vza[A(z) < B(z)] — [VxA(z) < VaB(x)],
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(17) +— 3Jz[A(x) AB(x)] — JzA(x) NIz B(z),
(18) +— dz[A(z)V B(x)] > JzA(x)V Iz B(z).

Beweis:Wir beweisen beispielhaft (15) und gehen dabei von
—  (A(z) = B(x)) — (A(x) — B(x))

aus. Die vordere All-Quantifzierung liefert
- Va(A(x) — B(z)) — (A(z) — B(x)).

Mit der Pramissenvertauschung folgt daraus
—  A(z) — [Vz(A(z) — B(x)) — B(x)],

worin wir die vordere All-Quantifizierung ausfihren durfen:
- VazA(z) — [Vz(A(z) — B(x)) — B(x)].

Die Pramissenverbindung gilt in der Form
p—(g—r)]=p@rg—r),

was zwei aussagenlogisch allgemeingiltige Ausdrtcke liefert:
p—(g—r)]—={prg—r),

(pAg—r1)—[p—(¢g—71)]

Wenn manp = VzA(z),q = Ve(A(z) — B(z)) undr = B(x) in der ersten setzt,
ergibt sich mit der Abtrennungsregel

—  [VzA(x) AVz(A(x) — B(x))] — B(x).

Nach gebundenen Umbenennungen, hinterer All-Quantifizierung und gebundenen
Umbenennungen erhalten wir

- [VzA(x) AVz(A(x) — B(x))] — VzB(z).

Dieser Ausdruck hat die aussagenlogische Form der PrAmisse aus der Pn&mnissen
bindung (zweite Form), woraus wir

- VazA(z) — [Vx(A(zr) — B(x)) — Ve B(z)]
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schlief3en und mit der Pramissenvertauschung die Behauptung erhalten. Eine mogli-
che Kurzform dieses Beweises ist die folgende Kette:

(A— B)— (A— B);

(Va:(A—>B)—>(A—>B)> ; (A—>[Vx(A—>B)—>B]>_

p  —@—=r))—=\¢— (» —7)
VeA— [Vx(A— B)— B\ ; (VxAAVz(A— B)— B

< ¢ — (@ - 7“)) ( ¢ N p = 7”)
VeAANVZ(A— B)—=VaB\ ; [(VzA— [Vz(A— B)—VaB]

<qA p H7“)—><qH (p H7“))

, (Vz(A— B)— (VxA — VaB)

— ( p = (¢g—r) > '

In dieser Kurzform sind die mdglicherweise notwendigen gebundenen Umbenen-

nungen nicht angezeigt; sie sind jedoch leicht zu erkennen. Wenn man den obigen

Beweis verstanden hat, sollte auch die Kurzform lesbar sein. Die Kurztomes
Beweises von (17) ist folgende:

ANB— A\ (ANB —3zA\ (ANB—dzAANTzB
ANB — B AANB—3zB)’

—

p — qnNAT

Jr(ANB) — JzANJxB.

Nach diesem Muster moge der Leser Ableitungen fir die anderen Behauptungen
finden. *
Die Negationsregeln lauten:

(19) — Jx—A(x) < ~VaA(z),
(20) +— Va-A(z) < —JzA(z).
Beweis:Wir beweisen nur (20). Dazu sind zwei Beweise notig:
—  Va—-A(z) —» —-3JzA(z) und +— —dzxA(z) — Va-A(z).

Die folgende Beweiskette zeigt die Beweisbarkeit der ersten Behauptarmgginnt
mit (2) und der Kontraposition:

<Vm—|A — —|A) ; (A — —N’mﬂA> .
p—q — g — TP ’
(El:z:A — ﬁVxﬁA) : <wa4 — ﬂﬂxA>
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Die Beweiskette flur die zweite Behauptung beginnt mit (3) und der Kontraposition:

(A — EIxA) ; <—E|$A — —A
pP—4q

—

) —dr A — Va—A.

—|q — —\p

Die Aussage (19) wird analog bewiesen. *
Fur die Regeln der Quantorenverschiebungsasegin Ausdruck, in dem die Variable
x nicht vorkommt.

(21) +— Vz(A(z)ANA") < VxA(x)NA",
(22) +— Vz(A(z)VA") < VrA(x)V A",
(23) — Va(A(r) — A") < JzA(z) — A,
(24) +— Va(A*— A(x)) « A" = VzA(x),
(25 = Jz(A(x)NA") < TxA(x)NAT,
(26) +— Fr(A(x)VA*) — JxA(x)V AT,
(27) +— FJx(A(x) — A") > Ve A(z) — A,
(28) +— dzx(A" — A(x)) « A" — Tz A(x).

Beweis: Wir geben die Beweisketten fir (21) und (23) an; zu jeder Regel gehoren
jeweils zwei. Die beiden Beweisketten fur (21) lauten:

(A/\A* —>A>_(Vas(A/\A*) A ) ; <Vx(A/\A*) ﬁva>;

ANA* = A )\ V(AN A%) — A% )\ va(AA A%) — A+
Va(AAAY) = VoA A A*: <V$A - A) ;
pP—4q -

(V:UA/\A* — ANAT

) VrANA® — Vr(ANAY).
pAT — gAT

Die beiden Beweisketten fiir (23) lauten:

(Vx(A 5 AY) > (A — A*)) : (A — [Vz(A — A*) — A*]) ;

p—(qg—r) - — (=)
(4 B ()

—

(A—>E|xA) ; <(EI:1:A—>A*) — (A — A¥)
P—q (g—7r)—p—r)
Damit ist die grundlegende Beweismethode hinreichend erlautert. *

> (JxA— AY) > V(A — AY).
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2.6. Pradikatenlogische Normalformen

Fur die automatische Verarbeitung von Ausdriicken auf Rechnern ist es wasentli
alle Ausdrticke einer Ausdrucksmenge auf eine standardisierte Form zu traiesform
ren, wobei sich ihr Wahrheitswert nicht andern darf. E¥AusdruckA befindet sich

in einerpranexen Normalform, wenn er die Form

1T1q222 - - Gty A’
hat, wobeig; € {V,3},i=1,...,n und in A’ kein Quantor vorkommt.

2.15. Satz:JederS-Ausdruck ausZ® kann semantisch bzw. syntaktisch aquivalent
in eine pranexe Normalform tberfuhrt werden.

Beweis:Es soll nur angedeutet werden, wie man bei einer Uberfiihrung eines gege-
benen Ausdrucksl in eine pranexe Normalform vorzugehen hat. Zunachst werden
ausA die Funktoren— und+« aquivalent eliminiert. Danach werden die Negations-
symbole durch Anwenden der bekannten Regeln soweit nach innen getrieben, dass
sie hochstens noch unmittelbar vor einem relationalen Teilausdruck auftieien;

pelte Verneinungen werden gestrichen. Nun benennt man die Variablen so um, dass
jede nur noch an hdchstens einer Stelle vorkommt und alle rel-freien Varistdgar
abs-frei vorkommen. SchlieRlich treibt man mittels Aquivalenzen aus lderten
Abschnitt die auftretenden Quantifizierungen nach vorn. *

So lautet z. B. fur den Ausdruck

VadylzPf(y,9(x))]V-QzV-Va(zRy),
worin P, R, f je zweistellig,, g einstellig sein mdgen, eine pranexe Normalform
JuVxIy[x P f(y,g(x))]V-QzV—(uRv).

Fur Erfullbarkeitsuntersuchungen ordnen wir einer prdnexen Normalfbreme
Skolemform zu, indem wir aufA den folgenden Algorithmus anwenden:

Eingabe:

A : pranexe Normalform,

gibf : Programm, das zu einem gegebenen Ausdruck und einer nattrlichen Zahl
einn-stelliges Oprationssysmbol liefert, das nicht im Ausdruck vorkommt,

giba : Programm, das zu einem gegebenen Ausdruck ein Konstantensysmbol liefert,
das nicht im Ausdruck vorkommit.

Ausgabe:

A : Skolemform

Programm:
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while A enthalt das Zeichef do
if A hat die Fornvzq---Vx,3yB then
fi=gibf(B,n);A:=Vr1---Vo,B(y|f(r1, -+, 25))
end if
if A hat die Forndy B then
a:= giba(B); A:= B(yl|a)
end if
end while
Nach diesem Algorithmus wird suksessive von links nach rechts jeder Ex-Quantor
gestrichen und fir die betreffende danach abs-freie Variable ein einfaeimarder
Form f(x1,...,x,) eingesetzt, wobei das Operationssymfaioch nicht im Aus-
druck vorkommen darf. Dieser Term verknupft alle links vom aktuell gestriahene
Ex-Quantor all-quantifizierten Variablen. Sollten solche Variablen niclstiexen,
wird anstelle der betreffenden Variablen ein noch nicht im Ausdruck vorkordese
Konstantensymbol eingesetzt. Natirlich setzt der Algorithmus voraus, dassSn de
gnaturS die geforderten Operations- und Konstantensymbole auch vorhanden sind.
Sollte dies nicht der Fall sein, werden entsprechend neue Symbole ,erfunden” und
zur Signatur hinzugefigt. Es ist klar, dass eine Skolemform nicht eindeutig bestimmt
ist.

2.16. Erblichkeit der Erflllbarkeit: Eine pranexe Normalform ist genau dann
erfullbar, wenn jede Skolemform vaherftllbar ist.

Beweis:Es seiA von der Formvz, ---Vx,dyB. Nach einem Durchlauf des Algo-
rithmus zur Konstruktion einer Skolemform entsteht ein Ausdrdcler Form

Va1 Ve, Bylf(x1,...,25))

und wir haben zu zeigem ist genau dann erfillbar, wentl erfillbar ist.
Es seiA’ erfillbar; dann gibt es eine Algebf& = (U,w) und eine Belegung aus
U mit

wwy (A o) =W
und fur alle¢q,...,&, € U qilt

W = WW%(B<y|f($1> .. ,xn)), agll:....‘.’,gln)
o T1yeees Ty Y
— WW%(B7 Oz&,...,fn,f‘“(&,--wfn))7

also gibt es eine Belegung mit

WWyy (V1 ---Va,yB,a®) =W,
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d. h. Aist erfullbar.

Es sei nun umgekehrt = Vzx; - .-V, Iy B erfullbar in einer Algebrazz = (U,w),
wobei in der Sprache nur die i effektiv auftretenden Relations-, Operations- und
Konstantensymbole sowie freien Variablen vorkommen mdgen. Fir eine geveisse B
legunga gilt also in%

WWoy, (A, o) = WWyy (V1 - -Va,dyB,a) =W,
d. h. zu beliebigem Konstantert,...,&, € U gibt es ein € U mit

WW% (B Oéglv ’gjéy) W
Wir definieren nun eim-stelliges Operationssymbg| das entsprechend dieser Glei-
chung interpretiert wird, d. h. fify,...,&, € U soll f¥(&q,...,&,) gerade eine sol-
che Konstante € U sein. Es wird aber i. a. mehrere solcher Konstanten zu einem
n-Tupel geben. Daher bilden wir zu jedemiTupel (&1, . ..,&,) die Menge

X(fly 7§n { (517 gna f) ‘ WW%(B, Oz?ll:.'.'.'7g:’§y) =W }

und erhalten ein Mengensystem, in dem je zwei Mengen elementfremd sinal. Nac
dem Auswabhlprinzip gibt es eine Auswahlmengg die aus jeder Menge dieses
Mengensystems genau ein Element enthalt. Damit liegt die Opergtiovie folgt

fest:

fsz(glw--agn) — (517"'757175)6%

Die so definierte Operation fligen wir zur Algelswahinzu und erhalten eine erwei-
terte Algebraz/’. Nach Definition der Operatioft’ gilt damit fir alley, ..., &, € U:

o Llyeeeyln,Y
W =wway (B, ol " "o, e)
=Wy (B(y|f* (€L, &) a7,

also
WWoy, (Vay---Ve, Byl f(z1,...,20)),a) =W,

d. h. der mit dem ersten Durchlauf entstehende Ausdruck ist in der erweifdrten
gebra erfullbar. *

Wir sind nun in der Lage, alle Transformationen aufzuschreiben, mittels oener
einen Ausdrucka in eine erfiillbarkeits-aquivalente Klauselmenge tberfihren kann.
Vorgegeben sei also ein Ausdrudk
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e Durch gebundene Umbenennung tberfiihre man einen AusdruckAy, in
dem jede auftretende Variable entweder abs-frei oder gebunden vorkommt.

e Es seienry,...,x, alle in Ay abs-frel auftretenden Variablen; diese werden
ex-guantifiziert, so dass au, ein abgeschlossener Ausdrudls der Form
dx, ---dx, Aq entsteht, der erflillbarkeits-aquivalent 2y und damit zuA ist.

e Man uberfuhred, in eine pranexe Normalforrds.

e Man Uberfiihreds in eine SkolemformAy; sind z1,...,z, alle in A4 auftre-
tenden Variablen, so hat, die Form

Vay Ve, B(xa,...,zp),

wobeiB(zx1,...,x,) ein aussagenlogischer Ausdruck ist, den falatrix von
Az nennt.

e Man uberfuhre die MatriB(x1,...,x,) von A4 in eine konjunktive Standard-
form und bilde dazu die Klauselmenge.

Beispiel: Gegeben sei der Ausdruck
—JylyPzVVzyQ f(x)]VVzlg(z,y) Pz].

Durch gebundene Umbenennung erhalten wir den Ausdruck
—Ju[vPzVVzuQf(z)] VVulg(u,y)Pz].

Da die Variableny und > abs-frei vorkommen, werden sie ex-quantifiziert:
JyIz{ ~Fv[vPz VvV VzvQf(z)] VVulg(u,y)Pz] }.

Hierzu gehort z. B. die pranexe Normalform
JyIVoIzVu{ [-vPz A—vQf(x)]V g(u,y)Pz }.

Um zu einer Skolemform zu kommen, haben wirgiimdz je ein Konstantensymbol
a bzw.b und furz einen Termh(v) einzusetzen, womit wir den Ausdruck

VoVu{ [-vPbA—vQ f(h(v))]V g(u,a)Pb}

erhalten. Die Matrix dieses Ausdruck formen wir in eine konjunktive Standardf
um:

Vovu{ [-vPbV g(u,a) Pb] A [-vQ f(h(v)) A g(u,a)Pb] }.
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Diesen letzten Ausdruck, der erfiillbarkeits-aquivalent zum erstesdsteiben wir
nun in Klauselform:

{{_'Upbvg(uva)Pb}7{_'UQf(h(U))7g(uva)Pb}}'

In dieser Klauselform muss man sich jede vorkommende Variable all-quaertifi
denken.

2.7. Herbrand-Strukturen

Wie wir bereits festgestellt haben, gibt es Ausdrticke, die nur in einer unendliche
Algebra erflllbar sein kdnnen. Dieser Umstand hat zur Folge, dass man Methoden
der Aussagenlogik, wie z. B. die Wahrheitstafelmethode, nicht zu einem Entschei-
dungsverfahren fur die Erfillbarkeit von Ausdriicken aus Sprachen erster Stufe he
anziehen kann. Ohne einen exakten Begriff von ,entscheidbar” zu geben, was in der
Theorie der formalen Sprachen geschieht, wollen wir ein Probletistheidbaroder
rekursiv nennen, wenn es ein Rechenverfahren — etwa als C++-Programm geschrie-
ben — gibt, das auf den Daten des Problems arbeitet (diese als Input hat) und nach
endlicher Zeit eine korrekte Antwort ,ja“ oder ,nein* in Bezug auf die gegebene
Fragestellung gibt.

2.17. Satz vorA. CHURCH: Die Allgemeingultigkeit von Ausdrticken einer Sprache
erster Stufe ist unentscheidbar, d. h. folgendes Problem ist unentscheidbar:

Gegeben sei ein beliebigérAusdruckA;
gesucht ist eine korrekte Antwort auf die Frage: Asallgemeingdltig?

Aus der Unentscheidbarkeit der Allgemeingultigkeit folgt sofort, dass auch die Er-
fullbarkeit unentscheidbar ist. Wir konnen uns also keinen vollstandigen Uberblic
uber alle wahren Satze einer Sprache erster Stufe verschaffen. Es gilit ghdoc
Mdoglichkeit, die Unerflllbarkeit eines Ausdrucks zu entscheiden. Dazu weaviden

zu einem gegebenen Ausdrugkin Skolemform eine spezielle Algebra konstru-
leren, deren abzahlbare Trdgermenge aus variablenfreien Termen beigteinth
selbst interpretieren. Diese Terme kdnnen uneingeschrénkt fur Termeinsetaungen
der Matrix vonA verwendet werden. Durch vollstandige Termeinsetzungen mit allen
Termen der Termalgebra wird dem gegebenen Ausdruekne abzahlbare Menge
von aussagenlogischen Ausdricken zugeordnet mit der Eigenschafid dgessau
dann erftllbar ist, wenn alle diese Ausdrticke erflillbar sind. Dieses Progisoth

nun ausgefihrt werden. Nach den obigen Uberlegungen kénnen wir uns dabei auf
abgeschlossene Ausdricke, also Aussagen beschranken. Es sed daherAus-
sage in Skolemform. Unter dekterbrand-Bereich #(A) (nach J. HHRBRAND)
verstehen wir die folgende, induktiv definierte Menge von Termen:
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1. Atomare Terme: Alle inA vorkommenden Konstantensymbole gehéren zu
JC(A). Sollte A kein Konstantensymbol enthalten, nehmen wir ein beliebi-
ges Konstantensymbalder Sprache i#’(A) auf.

2. Abgeleitete Terme: Isf ein m-stelliges Operationssymbol aus und sind
t1,...,tm Terme aus#?’(A), soistf(t1,...,tm) € F(A).

3. Zu jedem Term aus?’(A) gibt es eine natirliche Zahi, so dass man den
Term durchn-malige Anwendung von 2. aus den atomaren Termenxm)
gewinnen kann.

Wir bemerken, dass?’(A) nur variablenfreie Terme enthalt und daher alle Terme
aus .7 (A) uneingeschrankt fur Termeinsetzungen verwendet werden dirfen. Fir
den Ausdruck

VaVyRaf(x)g(y,b)

lautet der Herbrand-Bereich

[ 8700, 10) 00,0 000.0).g000).o0.),
%(A)_{f(f(a)) FF®). Fglaa)), fg(a,d)), . }

Eine solche Wortmenge wéahlen wir als Tragermenge fir eine Algebra. Eine Algebra
(A (A),w) heil3tH-Algebra, falls fur jedes inA vorkommende:-stellige Operati-
onssymbolf und beliebige: Termety, ..., t, € F(A) qilt

fw(tl,...,tn) = f(tl,...,tn)

gilt. Damit sind bei einer H-Algebra die Trdgermenge und die Interpretation der
Operationssymbole festgelegt, wahrend tber die Interpretation der Relatidizdeym
noch frei verfiigt werden kann. Die Interpretation der Operationssymbole erflgt s
dass der Wert eines Terms der Term selbst ist, d. h. fir jedentlersd’ (A) gilt bei
jeder Belegungy:

Y =t.
Daraus folgt fiir jeden Ausdruck der Formvz A’(x):
WW e 4y (A'(]2), o) = WW 4y (A, 0F )

fur jede Belegungv aus.7Z(A) und jeden Term € JZ7(A).
Im Falle des Ausdrucks

VaVyVzRar f(y)g(z,x)
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gilt also
H(A) ={a, f(a).g9(a,a),...}
und
f¥(a) = f(a),
f“’(f‘“(a)) f(f(a)),
f¥(g(a,a)) = f(g(a,a)), usw.

Uber die Interpretation des Relationssymbal&onnen wir noch frei verfiigen, in-
dem wir z. B. setzen:

(t1,t2,t3) € RY <= g“(tz,t3) = g*(f“(t1), f“(t2))-

In dieser H-AlgebraZ/ ist A sicherlich falsch, da fir =y = 2z = a das Tripel
(a, f(a),g(a,a)) in R¥ liegen miusste, was aber offensichtlich nicht gilt.

2.18. Satz von Herbrand:Wenn eine Aussagéin Skolemform erfillbar ist, gibt es
eine H-AlgebraZ, = (77 (A),w.), in der A erfullbar ist.

Beweis: Es sei% = (U,w) eine Algebra, in derd erfillt ist. Es soll nun eine im
Satz behauptete Algebta, = (77 (A),w.) konstruiert werden. Falls iA kein Kon-
stantensymbol vorkommt, wahlen wir aliein beliebiges Elemenptaus und setzen
a* = p, wenna das einzige Konstantensymbol aus dem Herbrand-Ber#fgh)
ist. Da die Terme aus dem Herbrand-Bereich keine Variablen enthaliém, Wert
in U unabhangig von einer Belegung, d. h. fur jede Belegumit ¢~ = ¢~ (fur alle

t € #(A)). In der H-AlgebraZz, haben wir die Interpretation der ih auftretenden
Relationssymbole noch festzulegen. Es sei &sein m-stelliges Relationssymbol
ausA. Furty, ... t,, € 7 (A) definieren wir

Wi w w W
7...’m ’...’m .
(t1,..-,tm) €E R — (9 t?)€eR

Durch vollstandige Induktion Uber die Anzabhlder All-Quantoren inA zeigen wir
nun, dass die Aussagé in der H-Algebraz, wahr ist. Im Fallen = 0 enthaltA
keine All-Quantoren, ist also ein variablenfreier, aussagenlogischearieis und
daher wegen der Interpretation der Relationssymbolej\a o) = Ww 5 4) (A, «)
(fur alle ). Es sei num eine Aussage mit genauAll-Quantoren und von der Form
VxA', wobeiA’ nurn — 1 All-Quantoren enthalt. Nach Voraussetzungdsrfillbar
in 7% ; also gilt bei einer gewissen Beleguagdur alle ¢ € U:

wwoy (A af) =W
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und daher speziell auch fgr= t* fur allet € 5 (A), d. h. fur allet € 77 (A) gilt
W =wwy (A o) =wwy (A (z|t), ).
Damit schlie3en wir mit der Induktionsvoraussetzung fir atte7’(A)

W = wway (A'(]t), ) = WW (1) (A" (2]t), )
= WW s 4) (A, i)
= WW o4y (A’ )

und erhalten w4 (Vo A',a) = W. *
Jeder Ausdruck ist erflillbarkeits-aquivalent in eine Skolemform tramséwbar und

die einer Skolemform zugeordneten H-Algebren sind abzahlbar; daher ergibissich a
Folgerung der nachste Satz.

2.19. Satz von Lowenheim-SkolemJeder erfullbare Ausdruck ist in einer abzahl-
baren Algebra erfillbar.

Es seiA eine Aussage in Skolemform mit genawll-quantifizierten Variablen:
A=Vay---Vo,A(z1,...,20).

Der AusdruckA’(xq,...,x,) ist die Matrix von A. Wenn wir in ihr flr alle Varia-

blen Terme aus?’(A) einsetzen und dabei alle Terme des Herbrand-Bereiches von
A durchlaufen, erhalten wir eine Aussagenme#gd ), die Herbrand-Expansion

von A:

E(A) = { A,<x1‘t1,-~,xn|tn) ‘ t1,...,tn € F(A) }

Da die Aussagen der Herbrand-Expansion ¥iokeine Quantifizierungen enthalten,
kdnnen alle Elemente add A) wie aussagenlogische Ausdriicke behandelt werden.

2.20. Satz von Gdodel-Herbrand-SkolemEine Aussage in Skolemform ist dann und
nur dann erftllbar, wenn jeder Ausdruck aus der Herbrand-Expansion erfillbar ist.

Beweis:Wir haben nur zu zeige ist in einer H-Algebra genau erftllbar, wenn die
Ausdriicke aug’(A) aussagenlogisch erfillbar sind.

Die AussageA habe die Formvz;---Vaz,A’. Dann gilt die folgenden Kette von
Aquivalenzen:

Aistin einer H-AlgebraZz = (77 (A),w) erfullbar
< flr eine gewisse Belegungund allet, ... t, € S (A):

WW ) (A ag i) = W,
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d. h. W4y (A" (21ft1, - onftn),a) = W
< fur alle B € &(A) bei einer gewissen Belegunggilt:

WW s 4) (B, ) = W,

d. h. alle Ausdriuicke aus(A) sind erfillbar. *
Kombinieren wir diesen Satz mit dem Endlichkeitssatz der Aussagenlogik,gto fol

2.21. Satz von Herbrand:Eine Aussage in Skolemform ist genau dann unerfull-
bar, wenn es in ihrer Herbrand-Expansion einen aussagenlogisch unerftillbaren Aus-
druck gibt.

Dieser Satz macht es moglich, wenigstens die Unerfullbarkeit einer Auskage
endlich vielen Schritten zu entscheiden, was durch den Gilmore-Algorithmus ge
schieht:

Eingabe:
A : Ausdruck in Skolemform,
gibH : Programm, das bei jedem Aufruf ein neues Element der Her-
brand-Expansion eines vorgebenen Ausdrucks liefert; beim ersten Auf-
ruf wird das Programm mit dem gegebenen Ausdruck initialisiert.
Programm:

A:=gibH(A)

while A ist erfillbardo

A:=ANgibH
end while

Die Unerfullbarkeit des Ausdruckd; A Ao A ... A A, kann mit Methoden der Aus-
sagenlogik gepruft werden. Der Gilmore-Algorithmus stoppt bei Eingabe eines un-
erfullbaren Ausdrucks nach endlicher Zeit, wahrend er bei Eingabe eines edullbar
Ausdrucks niemals stoppt (,er schleift unendlich®). Ein solcher Algorithmus heif3t
Semi-Entscheidungsverfahreninsbesondere haben wir damit gezeigt, dass die Un-
erflllbarkeit in Sprachen erster Stufe semi-entscheidbar ist.

Durch Eingabe vomA anstelle vonA wird aus dem Unerflllbarkeitstest ein Test
auf Allgemeingultigkeit. Daher ist auch die Allgemeingultigkeit semi-enésdbar.

Der Unerfillbarkeitstest im Gilmore-Algorithmus kann mit der aussagerdbgrs
Resolventenmethode durchgefiihrt werden. Dazu muss die Méltriles eingege-
benen Ausdrucksi in konjunktiver Standardform vorliegen. Wegen der speziel-
len Konstruktion der Herbrand-ExpansiéiiA) sind dann auch alle Ausdriicke der
Herbrand-Expansion in konjunktiver Standardform. Der Gilmore-Algorithmus geht
damit in die folgende Resolventen-Methode lber. Esiseine Aussage in Skolem-
form mit einer Matrix in konjunktiver Standardform.
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Eingabe:
A : Ausdruck in Skolemform,
Res : aussagenlogische Resolventenmethode.

Programm:
A= gibH(A); A:= Res(A)
while 0 ¢ A do
A= AUgibH; A= Res(A)
end while

Dieser Algorithmus kann erheblich kultiviert werden, indem man fir jede Klausel
ausA’ geeignete Termeinsetzungen sucht, die dann nur auf diese Klausel und nicht
auf alle angewendet werden. Es sei die Aussage

Va¥y[(~PaV ~Pf(a)V Qy) A Py A (~Pg(b,z) v ~Qb)]
gegeben. Daraus folgt die Klauseldarstellung der Matrix

{{_'va_'Pf(CL)vQy}7{Py}7{_'Pg(bax)aﬁQb}}'

Wir machen in der 1. Klausel die Termeinsetzurld (a),y|b, in der 2. Klausel
y|f(a) undy|g(b,a) sowie in der 3. Klausek|a. Damit erhalten wir die Klausel-
menge

{{_'Pf(a)?Qb}7{Pf(a)}7{Pg(b7a)}7{_'P9<b7a>7_'Qb}}'

Aus der 1. und 2. Klausel folgt die Resolvert€b }, aus der 3. und 4. Klausel
erhalten wir die Resolvente—-Qb }. Folglich ist der Ausgangsausdruck unerfillbar.

2.8. Axiomatisierbarkeit und Algorithmierbarkeit

Unter einer Theorie erster Stufe versteht man ein TypeM e, R, o7 . F) mit
folgender Bedeutung: Die Menge enthalt alle verwendeten Grundzeichéi,ist

die Menge der daraus gebildeten Worter der Theerfeprasentiert das leere Wort,

R ist die Verkettungsrelation fur Worteey die Ausdrucksmengey” die Satzmen-

ge der Theorie uné der zu verwendende Ableitungsoperator. Die Satzmenge kann
man sematisch oder syntaktisch definieren. Bei einer semantisch defingatz-
menge ist¥ die Menge aller allgemeingultigen Ausdricke eirteAlgebra. Bei
einer Theorie mit syntaktisch definierter Satzmenge ist ein Axiomensy2tevor-
gegeben und” ist die Ableitungsmengé&(.2"). Als Ableitungsoperator wird bei
semantisch definierter Satzmenge das logische Folgern und bei syntaktisch-definie
ter Satzmenge das Beweisen genommen. Beide sind umfangsgleich. Eine Theorie
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erster Stufe ist hinsichtlich des Ableitungsoperators abgeschldssgn) < .. Die
Problemstellungen sind aber unterschiedlich. Bei einer Theorie mit sentradée
nierter Satzmenge ist das Problem der Axiomatisierbarkeit wesentlibhe&eine
Menge 2" — ein Axiomensystem — derart, dass man von jedem Satz der Theorie in
endlich vielen Schritten mit dem Ableitungsoperator entscheiden kann, ob er wahr
ist oder falsch? Meist fordert man sogar ein endliches Axiomensystem.ifig®i e
Theorie mit syntaktisch definierter Satzmenge sucht man nach einem Uberblick tibe
alle Modelle, d. h. man mdchte alle Algebren kennen, in denen die S&tz& aus
gelten. Dabei ist zunachst zu klaren, ob die Satzmenge tUberhaupt ein Modell hat.
Beispiel:Es seiS = { 0,=,succ, +, - }. Als Theorie.7; betrachten wir die elementare
ZahlentheorieZ = (Np,w), wobeisucc die Nachfolgerbeziehung bedeuten soll, +
und- sind die Addition und Multiplikation zwischen nattrlichen Zahlen. Dann ist die
Satzmenge7; die Menge aller wahren Sétze (iber natiirliche Zahlép= ag®(%).

Die Theorie.%; sei die Peano-Arithmetik mit der Satzmengg, die aus den Satzen
(Axiomen)

Va(—succ(z) = 0),

Vo(x+0=12x),

VaVy|x +succ(y) = succ(z + 1)),
Va(x-0=0),

VaVy(x-succ(y) = -y +x),

flr jeden Ausdruckd(x) gilt:

A(z]|0) AVz][A(x) — A(succ(z))] — Vz A(z)

abgeleitet werden kann. Hierin beinhaltet der letzte Ausdruck das Prinzyotler
standigen Induktion. Offenbar ist jeder Satz der Peano-Arithmetik auch em Sat
der elementaren Zahlentheori# < .#;. Das angegebene Axiomensystem ist auch
grundlegend fir mathematische Beweise. Im Jahre 1931 hatOEG bewiesen,

dass die Inklusion echt ist?s> C .71, d. h. es gibt Satze der elementaren Zahlentheo-
rie, die nicht aus dem angegebenen Axiomensystem ableitbar sind. Doch Gédels
Aussage geht noch weiter: Er bewies ferner, dass es unmdglich ist, ein etitschei
bares Axiomensystem flr die elementare Zahlentheorie anzugeben. Seine Beweis-
methode flr diese grundlegenden Aussagen lasst keine lllusionen fiir die Zukunft
offen: In seinem Beweis wird ein offensichtlich richtiger Satz der Zatfleorie an-
gegeben, der nicht aus der Theorie abgeleitet werden kann, wenn man nur Hilfs-
mittel der Theorie verwendet. Die Schwierigkeiten sollen nun an Algorithirier
natirlichen Zahlen etwas beleuchtet werden. Wir verwenden einen intutigen
rithmenbegriff. Ein in einer Programmiersprache geschriebener Algorithineises
Mischung von Operations-, Relations- und Kontrollanweisungen. Wir betrachten ei-
ne Programmiersprache — sie soll AL1 heil3en —, die als einzige Kontrollanweisung
die begrenzte Schleife hat. Als weitere Anweisungen lassen wir zu:
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e Addition und Multiplikation nattrlicher Zahlen,

e Feststellen, ob zwei natirliche Zahlen gleich sind bzw. welche von ihnen gro-
Ber oder Kkleiner ist.

Eine Gruppe von Anweisungen darf nur endlich oft wiederholt werden. Die maxi-
male Anzahl solcher Wiederholungen muss vor Eintritt in die Schleife bekannt sein,
notfalls vorher algorithmisch berechnet werden.

Beispiel:

Procedure zwei-hoch-zwei-hogiV)
a:=1
fortr=1toN do
a:=2-a
end for
b =1
fort =1toa do
b:=2-b
end for
out :=1>b

Unsere Programmiersprache AL1 gestattet eine modulare Programmierung: Man
kann z. B. eine Operation mit nattrlichen Zahlen mittels einer Prozedur definie
und diese dann in einer anderen, spater definierten Prozedur aufrufen. Gewisse Pr
zeduren in AL1 repréasentieren Relationen; diese enden im Namen mit ,?“ bed ha

als Ausgabewert ,ja“ oder ,nein®:

Procedure primzahl{N)

if n < 2then
exit
end if
a.=2
for i = 1 tominus(NN,2) do
if rest(IN,a) = 0then
break
else
a:=a+1
end if
end for
out :=,ja"
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Hierin ist angenommen, dass neben der Prozedoug/V,m) auch die Prozedur
res{V, M) definiert ist, die den Divisionsrest vayw/M liefert.

Ein vollstdndiges AL1-Programm ist eine endliche Folge von Prozedurdefinitionen,
von denen jede hochstens vorausgegangene aufrufen darf. Am Ende folgt schlie3lich
eine endliche Folge von Prozeduraufrufen. Ein aufrufloses Programm ist dann ein
AL1-Programm ohne Prozeduraufrufe am Ende. Wir nennen eine Furdititacth-
rekursiv, wenn sie mittels eines AL1-Programms berechnet werden kann. Relatio-
nen, die mit AL1-Programmen untersucht werden kénnen, heif3en einfach-rekursive
Relationen. So ist z. B.?22 eine einfach-rekursive Funktion una jst eine Prim-

zahl” ist eine einfach-rekursive Relation. Nun gilt die folgende Tatsaclue Aes-

sage der elementaren Zahlentheorie, die von einem Rechner in vorhersagbar endli-
cher Zeit entschieden werden kann, ist auch in der Thegrientscheidbar. Anders:
Wenn ein AL1-Programm fiir eine Relation zwischen natirlichen Zahlen niederge-
schrieben werden kann, ist diese Eigenschaft auctfiameprasentiert. Wir stellen

die Frage: Kann jede Eigenschaft von nattrlichen Zahlen durch ein AL1-Programm
aufgefunden werden? Praziser: Kann man stets Obergrenzen fur die Anzahl der be-
nodtigten Rechenoperationen zum Feststellen einer Eigenschaft der naturli¢then Za
len angeben? Zur Beantwortung dieser Frage setzen wir auf die Menge aller AL1-
Programme drei Filter an: Zunachst filtern wir alle aufruflosen Programnaager

Aus diesen nehmen wir nur die Funktionen. Mit dem dritten Filter erhalten wir
schlie3lich nur jene aufruflosen Programme, die einstellige Funktionen berechnen.
Es sei ALY die Menge aller aufruflosen AL1-Programme, die Funktionen von ge-
nau einer nattrlichen Zahl reprasentieren. Jedes dieser Programme bes¢aintiaus
endlichen Anzahl von Zeichen, die wir LaAnge des Programms nennen. Die Program-
me aus ALZ legen wir in Buchern ab. Im Bucl bringen wir alle Programme der
Lange N unter. Da jedes Buch nur endlich viele Programme enthélt, kann man in-
nerhalb eines Buches alle Programme alphabetisch ordnen. Damit lassatiesich
AL1°-Programme indizieren; wir bezeichnen die ve#en Programm berechnete
Funktion mit AL1?(V); dabei ist; die Nummer des Programms undder einzige
Aufrufparameter. Es sei

AL1"(N) = 1+-AL1%(N)

Nehmen wir nun an, das Al’ldurch ein ALY-Programm beschrieben werden kann.
Dann muss es nach der obigen Konstruktion einen Iidaben:

AL1"(N) =AL17(N).
Berechnen wir nun AL(7); nach Definition erhalten wir einerseits
AL1"(l) = 14+-AL17(1)

und nach unserer Annahme
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AL1"(1) =AL19(1),

was offenbar unmdglich ist. Folglich kann AlXkeine einfach-rekursive Funkiti-

on sein. Unser Ergebnis lautet: Mit AL1-Programmen kdnnen nicht alle Funktionen
uber natlrlichen Zahlen aufgeschrieben werden. Als wesentliche Einschrankung hat-
ten wir in AL1 die Begrenztheit seiner Schleifendurchlaufe. Diese |lassefallen

und erhalten so die Programmiersprache AL2. In AL2 kdnnen Schleifen so ausse-
hen:

loop

end loop

Eine in AL2 programmierbare Funktion heif&kursiv. Auf die AL2-Programme
kénnen wir wie oben die drei Filter anwenden und erhalten die Menge aller aufruf-
losen AL2-Programme, die Funktionen von genau einem Eingabewert berechnen.
Wegen der endlosen Schleifen gibt es aber zwei Sorten von AL2-Programmen: en-
dende und nicht-endende. Die endenden Programme kommen bei jeder Eingabe nach
endlicher Zeit zum Halten; ein nicht-endendes Programm schleift fir mindestens e

ne Eingabe endlos. Nehmen wir nun an, dass es durch eine Prifung moglich ist,
die endenden von den nicht-endenden Programmen zu unterscheiden. Diese Prifung
ubertragen wir einem AL2-Programm. Da wir als Eingabewerte nur nattrliche Zah-
len akzeptieren, nehmen wir eine Godelnummerierung der AL2-Programme vor. Es
sei alsoendet?(N) ein AL2-Programm, das ,ja“ ausgibt, wenn sein Eingabewert

die Godel-Nummer eines endenden AL2-Programms ist und sonst ,,nein“. Natirlich
mussendet?(/N) ein endendes Programm sein. Dieses Programm verwenden wir
nun als vierten Filter und erhalten so die Menge Alaller aufruflosen, endenden
AL2-Programme, die einstellige Funktionen berechnen. Analog zu oben lassen sich
die Programme aus Alcandizieren; wir kbnnen

AL2"(N) = 1+-AL25,(N)

bilden und erhalten, dass ALXein AL2-Programm ist. Daher missen wir AL2 er-
weitern. Aber welche Einschrankung hat AL2? Die Funktion ALZ) kann von
jedem Menschen prinzipiell berechnet werden; sie lasst sich aber nicht iprk2
grammieren. Ublicherweise werden Programmiersprachen konstruierin diei-
stungsumfang mit AL2 Ubereinstimmen. Es gibt keine leistungsfahigere Program-
miersprache als AL2. Damit haben wir auch keine Mdglichkeit, AL2 zu eemeit

Wir kbnnen sagen: ALZ N) ist fur jede natirliche ZahV von Menschen berechen-

bar; es gibt aber keine Methode zur Programmierung. Unsere Konstruktion beruht
auf der Annahme, dass es eine stets endende Methode gibt, die endende Programme
von nicht-endenden unterscheiden kann. Also mussen wir schlie3en: Das Programm
endet?(/V) gibt es nicht. Daraus resultiert dizhurch’sche Thesean etwa folgenden
Versionen:
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e Was Menschen berechnen kdnnen, kdnnen auch Maschinen berechnen.
e Was Maschinen berechnen kénnen, kann man in AL2 programmieren.

e Was Menschen berechnen kdnnen, lasst sich in AL2 programmieren.

e Jede berechenbare Funktion ist rekursiv.

Es sei noch ein anderer Gesichtspunkt erwdhnt: Die einstelligen Funktionéh AL1
und AL2" sind mittels unendlich vieler Anweisungen reprasentiert. So muss das
Programm ALZT alle Programme aus Al%lenthalten, damit es bei jeder Eingabe
N ausgefuhrt werden kann, obwohl fur jede Eingabe immer nur endlich viele An-
weisungen, namlich die Anweisungen eines AlBrogramms, ausgefuhrt werden.
Damit sind die obigen Realisierungen der Funktionen Auhd AL2" keine Pro-
gramme.

2.9. Ubungen

1. Man gebe in geordneter Reihenfolge alle ein- und zweistelligen Wahrheits-
funktionen in Form einer Wahrheitstafel an. Weiterhin driicke man alle-zwei
stelligen Wahrheitsfunktionen nur mit Hilfe vefnundV aus.

2. Ist es maglich, alle zweistelligen Wahrheitsfunktionen nur mit Hilfe dee-O
ratoren

(@) - und—,
(b) —und«

auszudrucken?

3. Auf der Suche nach einem Schatz kam Marchenman an eine Weggabelung,
von der aus ein Weg nach links und einer nach rechts fuhrte. Dort traf er einen
Jungen, Uber den geweissagt wurde, dass er nur mit ,ja“ oder ,nein“ antwor-
tet und dass er einem Fremden gegentiber entweder immer die Wahrheit sagt
oder immer llgt. Aul3erdem beantwortet er nur eine einzige Frage. Welche
Frage muss unser tapferer Held stellen, um mit Sicherheit den richtiggn We
zu wahlen?

4. Man zeige mittels

(a) indirekten Beweises,
(b) Resolventenmethode,
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dass die beiden Ausdrticke
(p—=a)AN(g—r)—=(p—T)
(p—q) < (~g — —p)
allgemeingultig sind.
5. Man beweise mit Hilfe von

® " p=p,

® pVqg=qVp,
~(pVq) = (-pA—g),
~(pAq) = (=pV—g),
pA(gVr)=(pAgV(pAT),
® p—qg=-pVyg

folgende semantische Aquivalenzen:

(@) pV(gAr)=(pVa)A(pVr),
(b) (pVqg) —=r=(p—r)A(g—r).

6. Man uberfuihre den folgenden Ausdruck in eine konjunktive und danach in
eine alternative Standardform (oder umgekehrt):

=gV ((pe =) A=p)V(rA=q)) A(p—r1)Ap.

7. Man uberfuhre folgende Ausdriicke in alternative und konjunktive Standard-
formen:

(@) pAg,
(b) pVyg,
(¢) p—q,
(d) pq,
(€) (pvg) — (pVr),
() (pAg) < (pAr).

Man gebe flr die ersten vier Ausdrticke die alternative Normalform an.
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8. Gegeben sei eine Mengg& von logischen Ausdriicken:

[ pANg—=p.pANg—q,(p—q) — ((p—71)— (p—qAT)),
‘%—{ (h—q) —((g—p) — (p ) }

Man zeige die syntaktische Aquivalenz ven ¢ undq A p beziglich der Men-
ge Z .

9. Es seiA ein Ausdruck, der die Variablem, p», . .., p, enthalt.
k1V ko V---V k,, sei die alternative Normalform vaa.

(a) Wie oft tritt der Funktor/ in der alternativen Normalform des Ausdrucks
- A auf?
(b) Wie oft kommt der Funkton in der konjunktiven Normalform des Aus-
drucks—A vor?
10. Man gebe fir die Ausdrtické; und A, mit folgenden Belegungen mdoglichst
kurze alternative Standardformen an.
a(p) | a(q) | ar) | Ww(Ag, o) | ww(Ag, a)

MMTTSSSS

MESTMESTMESTES
MMSSSTMST
TMEZESSTEE

MMSSTTMSS

11. Man prufe, ob die Ausdriicke(p A ¢) und —p A =g semantisch bzw. syntak-
tisch aquivalent beziglich der Ausdrucksmenigsind, wobei

(p—q)— (¢—p)— (p=q),
X=9 0—=q¢—=(p—71)—=@—qAT)),p—DpAg,
q—pAg(p—q) — (g — —p), " pA—-q— —r

12. Man uUberprufe folgende Ausdriicke mit Hilfe der Resolventenmethode auf Er-
flllbarkeit bzw. Allgemeinguiltigkeit.

(a) (qu)W)A(ﬁp\/ﬂ“)/\(ﬁp\/qw)/\(pvﬂQ)/\(ﬂpvﬂq\/ﬁr)A(p\/
qV—r),

() (V@) A(pV—gVr)AlgV-r)A(ryV-r),
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(©) (pVaV=p)A(qgV—-gVr)A(rVpV-r),
(d) =(aV((p=—a) N=p)V(rA=q)) A(p—7)Ap.
13. Man uberprife folgende Ausdriicke mit dem Horn-Algorithmus auf Erfullbar-
keit.
@) (7pV@A(mpV-rV=as)A(-pVog) ArA-s,
(b) (mgV-r)A(=pV @) ApATA(=gV TV s),
(€) (mgV—pV-r)A(-gVp)AgAT,
(d) (=pV@ A(=gVT)AsA(sV=T)A(=gV—pVT)AT

14. Man beweise:

(@) p — p € Ab(Axa),
(b) p < pAp € Ab(Axa),
(¢) pVq«< qVpe Ab(Axa).

15. Nach angestrengter Arbeit legten sich drei Philosophen in den Schatten ei-
nes Baumes und hielten ein Mittagsschlafchen. Wahrend sie schliefen, kam
ein Schelm vorbei und schwarzte ihnen die Gesichter. Als die Philosophen er-
wachten, lachten sie lauthals los. Aber bald horte der kliigste von ihnen auf

zu lachen, denn er wusste, dass auch sein Gesicht schwarz war. Wie konnte er
dies mit Sicherheit folgern?

16. Man leite folgendes aus<a ab:

(@ ~(pVqg) — pA—g,
(b) -pVg— (p—q).

17. Man realisiere einen Dual-Adder ausschlief3lich mit Hilfe von NANIDéd
NOR-Schaltungen:

(@) NAND1(p) = —p,

(b) NAND2(p,q) = ~(pAq),

(¢) NANDs3(p,q,7) ==(pAgAT),
(d) NOR:x(p,q) =—(pV ),

(e) NORs(p,q,7) ==(pVgqVr).

18. Man wéahleS, U, w und gebe Ausdriicke aus folgenden Mengen an:
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19.

20.

21.
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(@) ag®,

(b) ag®(U)\ag®,

(c) ag”(%)\ag®(U).
Gegeben sei die Signattie= ({ag } ,{ R},{ f,9}), wobeiR ein zweistelliges
Relationssymbolf ein einstelliges ung ein zweistelliges Operationssymbol
bezeichnen.
Sind folgende Worter auch Ausdricke? Wenn ja, in welchen kommen Variable
abs-frei, in welchen rel-frei vor?

(@) IpVaf(z)zRp,

(b) VeddVa(R(z,x0)0Rg(f(x), f(z0))e),

(€) Rg(g(ap),)ao,

(d) Fz(((rRaVzRB)VxRYy)A f(ag)Rx).

InS = {ao},{R},{f1,[2,9}) mit R zweistellig, f1, f> einstellig,g zwei-
stellig seien folgende Ausdriicke gegeben:

g(fl(x)a fz(x))RCm?

3z f1(x)Rg(f2(y), ao).

Weiter seien auf der Tragermengefolgende Interpretatione@,,w» von S
gegeben:

agt =1, ag>=0

TRy <+— x=y, rR*?y <+— 1x<y,
fit(x) = sirz, (@) =[x |,

f3*(x) = cosz, f34 (@) =[x |,

g (z.y) =x+y, gz, y) =x+y.

Zu welchen der folgenden Mengen gehdren die genannten Ausdricke?
ag® (%), erfs(%l), ag® (%), erfs(%z), ag” (R), erfS(R),
WObei%l = (R,wl) , Uo = (R,wz).

Gegeben seb = ({a1,a2},{R},{f,9,h}) (R zweistellig, f einstellig, g,h
zweistellig) sowie die beidef-Algebren?/, %>, wobei

U = (Ur,wy), Up={W,F},
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at=W, a3*=F

tRYYy <— x=y

fHa)=—x, g zy)=xAy, W (zy)=2Vy

Uy = (Up,w2), Up=1{0,1,2,...,15),

a;?=15 a3?=0,

rR*?y <= (z=7undy=7)oder(z>7undy>7)

(f%(x) =15—xz, g¢*%(z,y) =min(z,y), h**(z,y) = maxX(z,y).

(a) Man uberlege sich einen Homomorphismus %orauf% und prife alle
Homomorphieeigenschaften.

(b) Man interpretiere folgende Ausdriicke # und entscheide tber den
Wahrheitswert:

Vah(az,z)Rz,
Vag(z, f(x))Ras.

(c) Mit Hilfe des Homomorphismus bilde man die Interpretation dieser Aus-
dricke inZ4 und kontrolliere sie, indem die Werte direktdy berechnet
werden.

22. Man zeige die Beweisbarkeit folgender pradikatenlogischer Satze
(@) Jz(A(z)V B(z)) «» 3xA(x) VIxB(x),
(b) Vz-A(z) < ~JzA(z).

23. Gegeben seieft1 = { xRy — —zRy } und 22 = { —-x Ry — =Ry }.

(a) Man finde ein Modell flir27.
(b) Gibt es ein Modell furZyU 25 ?
(c) Man zeige:

xRy — —xRy € FI° (21U 25).

24. Man untersuche, ob die folgenden beiden Ausdrlicke allgemeingdiltig in jeder
Algebra sind:

(@ Jz(A(z)AB(x)) — JxA(z) NIz B(x),
(b)  JzA(x)AFJzB(z) — Jx(A(z) A B(z)).
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25. Mit Hilfe der Pramissenverbindung zeige man die Beweisbarkeit des Aus-
druckes

V(A — A(x)) — (A" = Ve A(z)),
wobei A* ein Ausdruck sei, in dem nicht vorkommt.

26. Man Uberfihre die folgenden Ausdriicke in eine pranexe Normalform und eine
Skolemform:

(@ Vz(YyxRy— Pz)— VzzRy,
(b) Jx(VyrRiy < VzzRox) — VrxRat.

27. Man teste die folgenden Ausdriicke auf Unerfillbarkeit:

(@ —JzzRiyN-(3xxRiy — JzyR2z),
(b) Vy((Ve—zRi1y — J2bR2z) AVu—uR1y AVz—bR2z) A JyyRaa.

Bemerkung: a,b seien Konstantensymbole.

28. Man gebe eine Signatur und eine Ausdrucksmenge an, so dass euklidische
Vektorraume Modell dieser Ausdrucksmenge sind.
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