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Kapitel 6

Anfangswertprobleme

6.1. Einflhrung

Wir betrachten das folgende Problem:
Gegeben seien eine TeilmenHe= R und eine Funktion

f:DxRY—RY

Gesucht ist eine differenzierbare Funktion
y:D— R

die die Gleichung
y' () = f(z,y(x))

erfullt.

Diese vektorielle Differentialgleichung erster Ordnung hat im allgemeinen unend-
lich viele L6sungen. Oft sucht man nach Losungen, die gewisse Zusatzbedingungen
erfillen. Sind diese Bedingungen in der Form

y(7o0) = Yo

gegeben, so spricht man von einémfangswertproblenﬂ Solche Probleme wer-
den in diesem Kapitels untersucht. Allgemeiner als AWP sind Randwertprc@leme
die wir im nachsten Kapitel behandeln werden. Bei ihnen sind zusatzliche Bedin-
gungen der Form

r(y(a),y(b)) =0

Iwir werden statt Anfangswertproblem im weiteren die Abkiirzung AWP verwenden.
2Fir diese werden wir die Abkiirzung RWP verwenden.

1



2 KAPITEL 6. ANFANGSWERTPROBLEME

gegeben.

Bemerkung: Die Beschrankung auf Differentialgleichungen erster Ordnung ist kei-
ne Einschrankung. Jede Differentialgleichumgter Ordnung lasst sich formal in
eine Differentialgleichung erster Ordnung tberftihren:

Wir definieren

z1(0) =y(2), za(x) =y (x), z3(x)=9y"(2),...,zm(x) = y"" D (2).
Dann gilt

2i=2z0 2o=23 23=24,...,2, = f(0,21,22,...,2m).
Mit
z1(z)
z
z(z) = fo) :DER — R™
Zm(T)
und
22
Z3
F(z,z)= : : D x R™4 R
Zm

f(xJz].?sz)
erhalten wir die Differentialgleichung erster Ordnung
2 =F(z,2).

Die numerische Aufgabenstellung unterscheidet sich von der analytischen. Wir su-
chen nicht nach einem formelméafigen Ausdruck fur die Funkgictie das AWP

Y =f(z.y), y(vo)=yo

|6st, sondern wir werden versuchen, Naherungswerte
n; = n(x;)

an gewissen Stellen;, zu bestimmen, die die exakten Werte
Y = y(z;)

maoglichst gut approximieren.

Bevor wir zum Konstruieren und Untersuchen solcher Verfahren zum Berechnen der
Néaherungem, kommen, ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen ein AWP
|6sbar ist. Aus der Analysis ist dazu der folgende Satz bekannt.
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6.1. Existenz- und EindeutigkeitssatzDie Funktionf sei auf dem Streifen
S =la,b] xR? (a undb endlich)

definiert und stetig. Weiterhin existiere eine Konstahteso dass fur aller € [a,b]
und alley,,y, € R"

1f(z,y1) — F(z,92)|| = Lllys— vl

gelte. Dann existiert zu jedemy € [a,b] und jedemyg € R" genau eine Funktiogy
mit

1. y € Fl{a,b],

2. y' = f(x,y) fur alle z € [a,b] und

3. y(wo) = Yo

Fur eine stetige Funktioif, die beziglichy zusatzlich lipschitzstetig ist, existiert
also genau eine L6ésung des AWP.

Weiterhin fihren wir folgende Bezeichnung ein: Es #&i[a,b] die Menge aller
Funktionen

f:[a,b) x RS — RY,

fir die alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnunguf dem Streifers = [a, b] x R?
existieren, dort stetig und beschrankt sind. Insbesondere erflllen alle Funktionen
f € Fl{a,b] die Voraussetzungen von Satz|6.1. Aus numerischer Sicht ist die Ab-
hangigkeit der L6sung von den Eingabedaten interessant.

6.2. Beispiel:Wir betrachten das AWP

2 2x
' —10( y— 2 = y(0)=yo=0.
Y <y 1+x2) + A7 27 y(0) = yo

Die exakte Losung lautet

72

:1+x2

y(z)

Andern wir den Anfangswert leicht ab:

y(0) =yo=c¢,
so erhalten wir die Losung
2
gla) = 2!+ —

1+ 22
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Fur hinreichend grof3eswird diese LOsung i. a. beliebig stark von der ersten L6sung
abweichen. Das folgende Bild zeigtr) undy(z) fir ¢ = 0.00001.

1.0 -

0.5 -

0.0

0.0 0.5 1.0
Q@

Diese starke Abhangigkeit der Losung von den Anfangswerten ist kein Einzelfall.

6.3. Satz:Die Funktion f erfulle die Bedingungen aus Satz|6.1. Dann gilt fur die
Losungy(z;s) des AWP

y/:f(x7y)7 y(xo;s):s

fir ein beliebiges: € [a,b] die Abschatzung
ly(x;s1) —y(x;s2)] = "5~ 5.

Beweis:Es gilt
ylais) = s+ [ F(Ly(ts)
o
Daraus folgt

y(wis1) ~y(zis2) =s1—sz+ [ [f(ty(tisr) ~ £(ty(ts2)] d.

Zo

und weiter

[IA

ly(z;81) —y(z:s2)|] 51— 82l + / 1 (8 y(ts1)) — £t y(t: s2)) || dt

X

< s sall + L] [ lly(tise) ~y(t:so)] |

L0
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Es sei
@) = [ ly(tis2) = y(tisa)] di

und damit
'(z) = |ly(z;81) —y(;52)| -
Wir betrachten den Falt Z zq. Fur die Funktion
a(r) = O (z) — LO(2)
gilt dann die Abschéatzung
a(z) =|ls1— s
und® ist Losung des AWP
o' (2) = a(z) + LO(x), D(zg) =0.

Die LOsung dieses AWP lasst sich in der Form

P(z) = eL(:”_:”O)/a(t)e_L(t_xO) dt

o

schreiben. Wegen(z) = ||s1 — s2|| folgt fur = Z x( die Abschatzung
X
Oécb(x) < eL(x—:co)Hsl_SzH/G—L(t—xo)dt
o

_ 1 L(z—x0) —L(x—x0)
= Zellrmmsy gl (e +1)

_ 1 L(z—x0)
= Zlls1—s2 <e 1).

Damit gilt

®'(2) = a(z) + LO(x)

S o1 sall +[ls1 - sal| (70— 1)

ly(z;81) — y(z;82)|]

|51 — spl|e™(@—T0),
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Im Fallex < zq folgt aus

ly(z;s1) —y(z;s2)| = [[s1— 52l - L/ ly(t:s1) —y(t;s2)[ dt

0
und
a(z) = (r)+ Ld(x)
wieder
a(z) = ||s1— sz
und
~(x) < 7 a1~ sal) (e K70 1),

Damit gilt dann

et sl (4 -8) <o (1)
%

Dieser Satz sagt aus, dass die Losung eines AWP stetig von den Anfangswerten
abhangt. Trotzdem unterscheiden sich Losungen beliebig stark voneinander. Wie das
Beispiel zeigt, ist die im Satz angegebene Abschatzung scharf.

6.2. Einschrittverfahren

6.2.1. Grundlegende Begriffe und Euler-Verfahren

Wir betrachten zunéchst ein AWP iR
Gesucht ist eine Funktione C*[a,b] mit

y/ = f(xvy)v y(:lj’o) = Yo-

Die Funktionf : [a,b] x R — R erfiille alle Bedingungen aus Satz|6.1. Damit exi-
stiert genau eine Loésung des AWP. Als einfachste Methode zur numerischen Be-
handlung dieses Problems bietet es sich an, die Ableigl(ng durch den Differen-
zenguotienten

ylz+h) —y(x)
h
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mit einer geeigneten Schrittweitezu ersetzen. Wir erhalten

y(x + h}z —y(@) Fla,y(@)),

y(r+h) ~ y(x)+hf(z,y(z)).

Gehen wir von den exakten Wertgtw) zu Naherungswerten(z) uber und ersetzen
,~" durch ,=", so erhalten wir das folgende Verfahren.

6.4. EULERsches Polygonzugverfahren:
SO Setzeng = yo undk = 0.

S1 Berechne

Nk+1 = "Nk +h.f(aj/€7nk)7

Tky1= T+ h.
S2 Setzé: = k+ 1 und gehe zu Schrigl

Das EULERsches Polygonzugverfahren ist ein typisches EinschrittverlﬁhFe’.‘rr
das Berechnen der neuen Naherupag, an der Steller;. .1 wird nur eine alte N&-
herungn;, an der Steller;, benétigt. Ein ESV hat damit folgende Struktur:

6.5. Allgemeines Einschrittverfahren:
SO Setzeng = yo undk =0.

S1 Berechne
Nk+1= Mk + h®(zg, Nk 1)
L+l =Tk + h.

S2 Setzé: = k+ 1 und gehe zu Schrigl

Bemerkung: Im Schritt S1 muss nicht jeweils die gleiche Schrittweite verwendet
werden. Wir durfen ihn also zu:

Wahle Schrittweitéy,, und berechney. 1 = g + hp ®P(zy, ng; hi) und
Tyl =Tk + hy

abandern.
Bevor wir weitere Verfahren konstruieren, wollen wir uns mit zwei wichtigen Grof3en

SWir werden Einschrittverfahren im weiteren Text durch ESV abkiirzen.
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beschéftigen, durch die wesentliche Eigenschaften von ESV charakterisiert sind.
Es seiz die exakte Losung des AWP

2'(t) = f(t,z(t), z(z)=y
und
z(:c+h)—z(;r:):z(a:+h)—y i B2 0
A, yih) = h oo e

f(z,y) fur h=0.

® sei die Iterationsfunktion eines allgemeinen ESV. Dann heil3t die Grél3e
T(z,y;h) =Dz, y;h) — Pz, y; )

lokaler Diskretisierungsfehler an der Stellgx,y) zur Schrittweiteh. Fuhrt man
ausgehend von einer Stelle,y) einen Schritt eines ESV aus, so gibt die Grol3e
hT(z,y;h) an, wie stark die berechnete Naherung

n(z+h) =y+hd(z,y;,h)
von dem Wert abweicht, der sich bei exakter L6sung des AWP

Z(z) = f(z.2(2), z(2)=y

an der Steller + h ergeben wirde. Oder anders gesagt: Der lokale Diskretisierungs-
fehler ist ein Mal3 dafir, wie gut die Gleichung des Naherungsverfahrens im Punkt
(z,y) durch die exakte Losung des entsprechenden AWP erfillt wird.

Eine erste Forderung an ein Naherungsverfahren wére die, dass der lokale Diskreti-
sierungsfehler fih — 0 verschwinden soll. Es soll also

lim h)=IlimA(xz,y;h)— lim ®(z,y;h) =0
hIHoT(x’y ) o (z.y:h) s (z.y:7)

und damit
lim & ‘h) =
h' N (z,9,h) = f(x,y)

gelten. Ein Verfahren, das diese Bedingung fir alle FunktighenF[a, ] erfllt,
heildtkonsistent Das BEJLERsche Polygonzugverfahren ist offensichtlich konsistent.
Von praktisch gréRerem Interesse als der lokale Diskretisierungsfehler ist der globale
Diskretisierungsfehler.

Es seiy die exakte Lésung des AWP

y' = f(z,y), yl(zo)=yo
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n(z;h) bezeichne die mit einem ESV und der Schrittweéitberechnete Naherung
fur y an der Stellec. Dann heil3t die Grol3e

e(r;h) =n(z;h) —y(z)

globaler Diskretisierungsfehleran der Stelle: zur Schrittweiteh.

Der globale Diskretisierungsfehler gibt also an, wie stark die berechnete Naherung
von der exakten Losung des AWP abweicht.

Hier wird man natirlich auch fordern, dass der globale Diskretisierungsfehler fr
h — 0 verschwinden soll, dass also

lim (a1 ) = y(2)

gelte. Ein Verfahren, dass diese Bedingung fir alle FunktighenF[a, 5] und alle

x € [a, b] erfillt, heil3tkonvergent Wie wir spater sehen werden hangen Konvergenz
und Konsistenz von ESV eng zusammen.

Es ist zu erwarten, dass ein ESV um so bessere Naherungen liefert, je schneller
der lokale Diskretisierungsfehler mit — 0 gegen Null konvergiert. Das fuhrt zu
folgender Definition. Das durc#® erzeugte ESV zum Losen des AWP

y' = f(r.y), y(vo)=yo
hat die Konsistenzordnung falls
|7 (z, y:h)|| = O(h?)
fur alle (x,y) € S und alle Funktionerf € F?[a,] gilt.

Die Konsistenzordnung eines Verfahrens lasst sich dursti@R-Entwicklung des
lokalen Diskretisierungsfehlers bestimmen. Es gilt

T(v,y,h) = Az, y;h) — P(z,y;h) = GG +hh) — _o(z,y;h)
mit
h? h3 hP
2(z+h) = 2(2) +h2'(2) + 52" () + 52" (@) +.--+Ez<p> (z+0h), 9 € (0,1).

Daz Losung des AWP

Z(t)=f(t.2(t), z(@@)=y
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ist, gilt
z(x) = vy,
Z(x) = f(r,2(2)) = fla,y)
2'(x) = folv,z(x)+ f,(z,9)2'(2) = fo(z.9)+ Fy(z,9) f(z,y)
2"(2) = Fou(2.y)+2f 0, (2.9)F(@.y)+ F,(2.9) [f@.9)]+

+f,(2,y) [fo(z, )+ F,(2,9) f (2, y)]

Damit erhalt man

z(x+h)—y
h

h
h2
o | Frat 2f g P+ Fyy 24 £y (Fat £ 0) |+,

wobei der besseren Lesbarkeit halber die Argumente der Funftiomd ihrer Ab-
leitungen fortgelassen wurden. Hat nrdie Entwicklung

O(z,y;h) = f(2;9) + he(v:9) + 2oz y) + hipg(ziy) +-- |
S0 ergibt sich
h
T(eyih) = 5[+ 1,F -2

hZ
g [Far T 28 F 4+ £y B2 5, (Fot 5,8) —6602) +-

Fir das BILER-Verfahren gilt®(x,y; h) = f(z;y) und damit

r(oyih) = 2 (ot £y 0]+
also
|7 (z,y;h)|| = O(h).

Das EULER-Verfahren hat die Konsistenzordnupg- 1. Um Verfahren hoherer Ord-
nung zu bekommen, kdnnte man nun die Funktioggl;y), @s(x;y), ..., SO
wéhlen, dass die entsprechenden Glieder der Entwicklung des lokalen Diskretisie-
rungsfehlers verschwinden. Man erhalt

O(r,yih) = F(riy) + 5 [£.(ri9) + £, (:9) F(r:9)]
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oder

O(r.yih) = Friy)ta [F.(w)+ ) )] +
2
+% [fm(x: Y)+2f uy(9) f + F oy (01y) (F (279))°+

+ fy(zy) [Fo(ziy)+ fy(x;y)f(fﬁ;y)ﬂ :

Diese Verfahren sind aber praktisch wertlos. In vielen Féllen ist fur die Funktion

f kein analytischer Ausdruck bekannt, so dass das Berechnen der partiellen Ablei-
tungen nur ndherungsweise erfolgen kénnte. Ist dagegen ein analytischer Ausdruck
fur die Funktion f bekannt, so ist die Auswertung der partiellen Ableitungen oft
aufwendiger als die Auswertung der Funktifrselbst. Dazu kommt noch ein hoher
Programmieraufwand zur Implementierung der Ableitungenfdm nachsten Ab-
schnitt werden wir eine Moglichkeit zum Konstruieren von ESV hdherer Ordnung
kennenlernen, die nur Funktionsberechnungen fitaendtigen.

6.2.2. Runge-Kutta-Verfahren

Wir machen fur die Funktio® folgenden Ansatz:

n

Oz, y;h) =Y opf (&)

k=0
mit
SOZZL‘, §k:az+19kh, kzl,...,n

und

k-1

No—=Y, nk::y—l_hZ/@klf(glanl)a kzla"')”'
=0

Die Parametety, ..., oy, U1,...,9, und B1g,..., B, ,—1 Werden so bestimmt, dass
in der Entwicklung des lokalen Diskretisierungsfehlers moglichst viele Glieder ver-
schwinden. Betrachten wir die einfachsten Falle O undn = 1.

n =0 Hier gilt ®(z,y;h) = apf(x,y), und es folgt sofortvg = 1. Man erhalt das
EULER-Verfahren mit der Konsistenzordnupg= 1.

n =1 Wir machen fuid(z,y; h) den Ansatz

®(z,y;h) = aof (2,y) + a1 f(z+I1h,y +hbrof (z,y)).
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Es qgiltfirh =0

D(z,y;0) = (ap+a1) f(z,y).
Differentiation nachh liefert

icp(x, y;h) = oaf,(x+91h,y+hBiof (z,y))d1+

dh
+ayf, (x+d1h,y + hprof (z,9)) Brof (x,y)

und an der Stellé =0

%(D(x,y,h) :a1ﬁ1f$(x,y)+041510fy<337y)f(xay)-
h=0

Durch Koeffizientenvergleich mit dera¥LoR-Entwicklung vorA(z, y; k) er-
halt man

R agt+a1 =

hif,: ay =

hif,f: a1610 =

-

NI N =

als Bestimmungsgleichungen fur ein Verfahren der Konsistenzordmng.
Aus den beiden letzten Gleichungen fallgt= (10. Ansonsten ist ein Parame-
ter frei wahlbar. Man erhalt verschiedene Verfahren.

e ap=a1=1/2undfp=01=1
Wir erhalten das Verfahren vongtN(1900):

O(r,yih) = 5 F(r9) + Fla+hy +hf(ry)

Dieses Verfahren braucht zwei Auswertungen der Funkfipno Schritt.

e op=0,01=1 Undﬁ]_o:ﬁ]_: 1/2
Wir erhalten das modifizierte e ER-Verfahren (®OLLATZ 1960):

P(z,y;h) = f <$+g,y+gf(a:,y)) :

Dieses Verfahren erfordert ebenfalls zwei Auswertungen der Funjtion
pro Schritt.
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Fur groRerer erhalt man entsprechend kompliziertere Bestimmungsgleichungen flr
die Parameter. Wir geben einige Verfahren nach folgendem Schema an.

V1| P10
V2 | B20 P21
U3 | P30 P31 [32

\ozo a1 a Q3

n = 0; EULER-Verfahren;p =1

0

n = 1; HEUN-Verfahren;p = 2

H
NIF| =
NI

n = 1; mod. BULER-Verfahren;p = 2

NI~
o DNl
|_\

n = 2; einfache KUTTA-Regel;p =3

| =

= NI
= DN

ol
ol N
ol
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n = 3; RUNGE-KUTTA-Verfahren;p = 4

11
2|2
1 1
2193
1/0 0 1
1221
6 6 6 6
3
n=3; é-RegeI;p =4
1| 1
3| 3
2 1
e |
3| 3
1] 1 -1 1
1 3 31
8 8 8 8
n = 3; vierstufige NGLAND-Formel;p = 4;
11
2|2
111 1
214 4
110 -1 2
1 2 1
6 °36
n = 3; GILL-Modifikation des RINGE-KUTTA-Verfahrensp =4
1 1
2 2
11v2-1 2—+/2
2 2 2
V2 2+/2
1 0O -
2 2
1 2—v2 2+v2 1
6 6 6 6
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n = 3; KUNTZMANN-Verfahren;p = 4

2 2

5 5

3|_3 L

5| 20 20

1 19 15 40
44 44 44
11 0 25 11
72 72 72

Bemerkungen: (i) Die GILL-Modifikation des RINGE-KUTTA-Verfahrens besitzt
ein gunstigeres Rundungsfehlerverhalten als dasd®-K uTTA-Verfahren.

(i) Beim KuNTZMANN-Verfahren fallen in der Entwicklung des lokalen Diskreti-
sierungsfehlers auch noch einige Terme vierter Ordnung weg.

6.2.3. Konvergenz von Einschrittverfahren
Wir betrachten wieder ein AWP

Yy =f(zy), ylzo)=yo

und ein ESV
Mo = Yo,
thi1 = w0+ (k+1)-R

zur Lésungsberechnung. Wir werden nun untersuchen, wie sich der globale Diskre-
tisierungsfehler

e(r;h) =n(z;h) —y(z)

an einer Stelle: fur h — 0 verhalt, wobei nur Schrittweiten

n:1,2,...}

zulassig sind. Wir untersuchen

lim e<x;x_x0) = lim e(z;hy).

n—oo n n—oo

r— 0

he H :{

n
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Wir werden zeigen, dass alle ESV der Konsistenzordnung0 konvergent sind,

und dass daruber hinaus die Konvergenzordnung mit der Konsistenzordnung Uber-
einstimmt. FUr den Beweis des Konvergenzsatzes bendétigen wir den folgenden Hilfs-
satz.

6.6. Satz:Gelten fir die Zahleg; i = 0,1,... die Ungleichungen
&1 = (1+0)&]+B, i=0,1,...

mit gewissen Konstanteit> 0 und B = 0, so gilt
nd

_13, n=0,1,...

€
€] = €"[ol + —

Beweis:Aus der Voraussetzung folgt

1] = (1+5)\€o\+3
&) = (1+6)?%|+(1+06)B+B
= (14+6)%|%l+[(1+6)+1 B
&l = (1460)%|%|+ (140)[(1+6)+ 1B+ B
= (1+9) \é“o\+[1+6 1+5)+1}
[€n] = 1+5 |€ol+[1+6" 1y +(1+6)+1]B
B (149)" —
= (14+9) "ol + - (1+0)—
- <1+5>”|§o|+<1#3‘13.
Wegen 0< 1+ 6 = € fiir § > 0 folgt daraus
e —1
6] = (1+0)"éol + —=—B.

Nun beweisen wir den eigentlichen Konvergenzsatz.
6.7. Satz:Gegeben sei filtg € [a,b] undyg € R? das AWP
y' = f(z,y), y(zo) =1yo

mit der exakten Losung(z). Die Iterationsfunktion® eines ESV habe folgende
Eigenschaften:
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1. @ ist stetig auf dem Gebiet

G={ (.y.h) | v € ad], |ly—y(@)I| =7 |h < ho

mit Konstanterny > 0 undhg > 0.
2. Es existiert eine Konstanfd > 0, so dass

|P(z,y1; k) — P(z,y2; k) || = M| ly1— ysl]

far alle (x7y17 h)? (:E,yz, h) €G gllt
3. Es existiert eine Konstanfg > 0, so dass

I (2, y(x); )| = [|A(z, y(x); h) — Pz, y(x); ) || = N|h|?
fur alle x € [a,b] und alle|h| = hg gilt.

Dann existiert eirh mit0 < A = hg, so dass
6M\ac—:z:o| 1
M

e(x,hy)|| =N | |P

fur alle z € [a,b] und alleh, = (z — zo) /n Mit |hy,| = h gilt. FUr v = oo ist h = ho.

Beweis:Statt der Iterationsfunktio® betrachten wir die Funktion

D(z,y;h) (z,y,h) € G,
b=

® (2.y(x) + b)) welatl, [ =ho, ly-y(@)|>7

und das durch sie definierte ESW.ist offensichtlich stetig auf

~

G={(@y.h) |v€lablyecrIn=ho }
und genilgt der IPSCHITZz-Bedingung
1®B(z, y1;h) — (z,y2: )| = M|y, — val|
fir alle (z,y4,h), (z,y5,h) € G. Wegen&)(:v,y(a:);h) = ®(x,y(x);h) gilt auch die
dritte Voraussetzung des Satzes fir das ddratefinierte ESV:

Mo = Yo
M1 Ny +h® (2, 75 h),
Tyl = Xp+h

}f[]r k=01,...



18 KAPITEL 6. ANFANGSWERTPROBLEME

Wir wollen den globalen Diskretisierungsfehlefz; ) dieses Verfahrens abschat-
zen. Es qilt

€r+l = M1~ Yptd N N
= N +h®(xp, Mg h) — Y1+ Y — Y+ hP(zp, yp h) — h®(z, yis b)

N e TR ;
= é,—h %—q’(%,yk;h) + h [Pz, g h) — Pz, Y b)]

Damit erhalten wir fur die Norm des globalen Diskretisierungsfehlers die Abschat-
zung

= &kl IRl (g I+ 1 [ S(2g, s h) — P(a, g h) |
= &l + RN + [R]M]|7), — ygl
= (L+MIn])[|&[|+ N|n["*.

€5+l

Mit Satz[6.6 unceg = O folgt daraus
nlh|M _ 1 nlh|M _ 1

M

~ € e
1&nll =

Mh]
Fir ein festes: € [a,b], x # zg, ist

N|hptt = N|hJP.

h:hn:x—xo

undé,, = é(x,hy,) = é(xo+nhy, hy,). Damit folgt

M|z—zo| _ 1
M

Diese Abschéatzung gilt fur beliebigec [a,b] und alle|h,,| < ho. Ist nun

B M 1/p
o
|hp| < = min (N(eMba _1)> ,ho p >0,

Mlb—a| _ 1
NIhP < BTNWP.

~ €
&, ) || =

so gilt fir alleh,, mit |h,| < h

Mlb—a| _ 1 M

. <€ _
et )l = =N ey =

Damit gilt aber fur allen 7, € G und D(z,7,;h) = P(z,7,;h). Im Falle|h,| < h
geht das durcl erzeugte ESV in das durch erzeugte ESV uber. Alle Abschét-
zungen gelten dann auch fijtz; h,,). *
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Der letzte Satz sagt aus, dass die Konvergenzordnung eines ESV gleich seiner Kon-
sistenzordnung ist, falls die Iterationsfunkti®nin einer Umgebung der exakten L6-
sung des AWP lipschitzstetig ist. Fir di&sRGE-KUTTA-Verfahren ergibt sich aber

die LIPSCHITZz-Stetigkeit von® aus der ohnehin gefordertenAsCHITz-Stetigkeit

von f.

Man konnte nun das Ergebnis dieses Satzes dazu nutzen, um die Schrittweite zum
Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit abzuschatzen. Dazu musste man nahe-
rungsweise die Konstantevi und N kennen. Fallsb hinreichend oft partiell diffe-
renzierbar ist, l&uft dies auf die Abschatzung partieller Ableitungenddizw. f

hinaus.

Fur das BLER-Verfahren erhélt man

=5

M~ _ny

<L)+ 1 e D

Fur das HEuN-Verfahren erhalt man

=5

M=~ =1y 9)]]

und

Praktisch ist das kaum durchfihrbar.

6.2.4. Rundungsfehlereinfluss
Wir betrachten das ESV

No = Yo
Merr = e th®@emeh) Ly _gq
xk_|_1 = ij‘l‘h

Auf einem Rechner treten Rundungsfehler auf, so dass das Verfahren in der Form

7A70 — yOa
Mer1 = N+ h®P(xg, Ny h) 4+ 041, B
., k=0,1,...
Tl = Tk +h

realisiert wird; die Grol3é;. stellt dabei den pro Schritt erzeugten Rundungsfehler
dar. Es gilt der folgende Satz.
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6.8. Satz:Es sei zum Ldsen eines AWP obiges ESV gegeben. Die Fuéhgeniige
den Voraussetzungen aus 6.7 und der pro Schritt erzeugte Rundungsfehler sei
beschrankt:

HékHéA<OO, k:1,2,

Fur hinreichend grol3es gilt dann:
Der gesamte Rundungsfehler

r(zp;h) = n(zp; h) —n(zg; h)
genugt der Abschatzung

A eMlzr—rol _ 1
. <=
[z h)| = 7] i

Fur den gesamten absoluten Fehler

v(wg;h) =Nz h) —y(rg)

gilt die Abschatzung

A ) eMler—zol _ 1

RS [ NP+ —
foawiml = (MaP+ 5 ) S

Beweis:Wir betrachten wieder, wie im Beweis von Satz|6.7, das durch die Funktion
® erzeugte Verfahren

'FIO = Yo .
ﬁkf—l—l = ﬁk—i_hq)(xk)ﬁk’h)) : k:O,l,
Tkl = Tpth

Die Berucksichtigung von Rundungsfehlern fihrt auf das Verfahren

R %0 - /-907 . ~ 5

Mer1r = N +hP(xp, Mg h) + 0541, _
k=01

Tkl = Tp+h

mit

16s| SA< 00, k=12,...
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Hieraus ergibt sich
Frtl = Mpp1— e

M+ h&{(fﬁk, 7Q7Ak; h) + 513+1 — Ny — ha’(fk, Nes 1)
P4 h [ ®(zg, 0ys h) — O(ag, Ags h) | + 011

und

|Ppiall = H7~°k|\+|h!H&’(fﬁk,?z?k?h)—&2(%,771{:;’1)”+H5k+1\|
S ||Fgll 4 [RIM ||y — ]| 4+ 1051l
<

(1+ M|h]) |7 +A.

Mit Satz[6.6 und|#o|| = O folgt die Absché&tzung

eFMIhl _ 1 A eMlor—zol _ 1

| SA———— " =

Fur den gesamten absoluten Fehler erhalten wir

1Dl = (|7l + |kl

A M!mk—ajo\_l M|:Bk—x0|_1
< 2° + N|hPS
h M M
R Mi-aol g
= (NP +=
(v ) o

Ist nun~ hinreichend grof3, so dass Schrittweiten existieren, fur die

1Bkll = 19z )| =

fir alle zj, € [a,b] gilt, so stimmt® fir diese Schrittweiten mitb Uberein. Alle
Abschatzungen gelten dann auch fur das urspriingliche VerfahrenstattA.

Betrachten wir nun noch den pro Schritt erzeugten Rundungsfehler genauer. Wir
beschranken uns dabei auf den eindimensionalenyFallC R — R. Das Berechnen
von ;1 erfolgt in folgenden Schritten:

ap = gl (P(xy,Mgs h)) = Pz, N1 h) (14 )

b = gl(hay) = hay(1+ 53;)
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Mevr = gl +bg) = (N +0x) (1+%)

(M + har(1+ B)) (L+1)

(M + h® (g, ks ) (L+ ag) (1+ Br) ) (1 +x)

(M + h® (g, ks ) (L+ ag + Br)) (L + %)

M +h® (g, ks h) +h® (g, Tk k) (g + B + %) + 0 V-

Damit gilt

Ort+1 = h®(xg, Nk h) (o + B + Vi) + ke = hP(zg, s b) (o + Br) + D 17Vk-

Normalerweise ist die Schrittweite so klein, dass

|hDP(z, s h) Y| < [Nt

gilt. Dann wird der Rundungsfehler im wesentlichen durch den Tgrm~;, also
den Fehler bei der Addition bestimmt. Es ist daher nitzlich, die Addition mit einer
hoéheren Genauigkeit durchzufiihren.

6.2.5. Schrittweitensteuerung

Wie wir gesehen haben, ist die Schatzung einer gunstigen Schrittweite zum Errei-
chen einer vorgegebenen Genauigkeit mittels Safz 6.7 praktisch nicht moglich. In
diesem Abschnitt werden wir zwei andere Moglichkeiten zur Schatzung des glo-
balen Diskretisierungsfehlers und damit zur Schrittweitensteuerung kennenlernen,
Beide Verfahren beruhen darauf, dass man mit verschiedenen Methoden zwei Nahe-
rungenn;(x) undn;;(x) berechnet und aus der Differenz(z) — n;;(z) auf die

Grol3e des globalen Diskretisierungsfehlers schliel3t.

Betrachten wir ein ES-ter Ordnung. Es gilt

e(z;h) = n(w;h) —y(z) = ey(x)h” + O(hP*)
mit e, (x0) = o. Bei Vernachlassigung des Restgliedes folgt
n(;h) = y(x) + ep(x)7.

Berechnet man mit der Schrittweitg2 eine weitere N&herung, so gilt

" (:z:; %) = y(2) +ey(2) (g)p

Nun lasst sicle,(x) ndherungsweise berechnen. Es ergibt sich

wenea(e3) <o (r-(2)
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und

eax>(h)p4-"““h)"(ﬁ%>.

2 »_1

Diese Gleichung wird zuné&chst verwendet, um die berechneten Naherungen zu ver-
bessern. Man erhalt

i h)—n (2L e ) —n(x;
mw4ﬁmw—n<ﬁg)—"(h;ff %y—%"(;zi“ &)

Dies entspricht dem Extrapolationsprinzip inoRBERG-Verfahren.
Auch die beiden N&herungey{z; k) undn(z; h/2) lassen sich verwenden, um eine
bessere Schrittweite zu bestimmen. Wegg(xo) = o gilt

ep(z) = (z —z0)€) (o).
Damit folgt weiter

e(zo+h;h) = ep(zo+h)h? = (z0+ h— x0)€), (o)’ = e;(xo)hp“
und

e (xo+h; g) ~ e)(z0+h) (%>p
= (z0+ h—z0)el (o) (%)p — & (xo)h (g)p

Aus diesen beiden Gleichungen lasst siclirg) néherungsweise berechnen. Man
erhalt

o M(ro+hh)—mn <$0+ h; %)
2r—1 hpt1 '

e,(ro) =

\Von einer guten Schrittweite wird man fordern, dass der globale Diskretisierungs-
fehler unterhalb einer vorgegebenen Genauigkeitsschralndgt:
le(zo+hih)|l = llej,(xo)| A"+ =e.
Mit dem geschétztea;(xo) liefert das folgende Schrittweitenschatzung
2r—1 £
2 Hn(fco+h;h) -n (:co+h;%) H

|];‘p+l f \h|p+1
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oder

2» -1 €

7] = 1A .
> [at s o)

Damit ergibt sich der folgende Algorithmus:

6.9. Schrittweitensteuerung bei ESV:
Es sei ein ESV mit der Konsistenzordngrmum Ldsen des AWP

/

Yy =f(z,y), y(ro)=1yo

gegeben.
S0 Wéhle Grundschrittweité/ und eine zu erreichende Genauigkeit

S1 Berechne mit dem gegebenen ESV die beiden Naherungen
n(zo+ H;H), mn(xo+H;H/2).

S2 Berechne

H  paf 20 |n(zo+H;H)—n(zo+H; 1)
h 2r—1 €

S3 Ist H/h > 2, so setzéd = 2h und gehe zu Schrigl

S4 Setze
ro=x0+ H,
H
Yo=T1 xo+h;§ ,
H=2h

und gehe zu Schri§l

Bemerkungen: (i) In der Praxis wird man die Bedingung/h > 2 in SchrittS3
durchH/h Z 3..5 ersetzen.

(i) € sollte man nicht kleiner al&’eps wahlen, wobek™ eine obere Schranke fir
den Betrag der L6sung im betrachteten Bereich ist. Also

K ~max{ ||ly(x)| | = € [xo,x0+ H]}.
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Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren

Bei dem oben angegebenen VerfaliBe®zur Schrittweitensteuerung bendtigt man

pro Schritt mindestens drei Auswertungen der lterationsfunéttowir werden se-

hen, dass man auch mit geringerem Aufwand entsprechende Schéatzungen fir den
globalen Diskretisierungsfehler und damit eine bessere Schrittweite erhalt.

Wir betrachten zwei ESV. Diese seien durch die Iterationsfunktichemnd ®-
gegeben. Die Konsistenzordnung des ersten Verfahrens wai die des zweiten
Verfahrens sep + 1. Fur die lokalen Diskretisierungsfehler gilt dann

T1(z,y;h) = A(x,y;h)—P1(z,y;h) = Cl(x)hp+0(hp+l),
To(z,y;h) = Az, y;h)—Do(z,y;h) = Ca(x) WP+ O(RPT?).

Ausgehend von einer Naherungz) berechnen wir mit beiden Verfahren Naherun-
gen an der Stelle + H:

m(z+H;H) = n(x)+H®y(z,n(x), H),
n(z+H;H) = n(x)+H®(z,n(x), H).
Fur die Differenz der beiden Naherungen gilt
m(z+H H)—np(e+H, H) = H(Py(x,n(z), H)—P2(z,n(z); H))
= Ci(z)HP 1+ O(HPT?).
In erster Naherung gilt damit

. m(z+H;H)—my(x+ H; H)

Ca(x) Hp+i

Von einem erfolgreichen Schritt mit der Schrittwelteverden wir fordern, dass
e Z |mu(z+hih) —ma(z+hih)|| = [[Co(x)| |hPHH

gilt. Mit der obigen Schéatzung fi'; () liefert das die Schrittweitenschatzung

thH\l/ ° )
|m(z+H;H)—np(x+H, H)||

Es ergibt sich der folgende Algorithmus:

6.10.RUNGE-KUTTA-FEHLBERG-Verfahren:
Es seien zwei ESV mit den Konsistenzordnumpgemd p + 1 zum Lésen des AWP

y' =f(z,y), ylro)=yo

gegeben.
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S0 Wahle Grundschrittweité/ und eine zu erreichende Genauigkeit
S1 Berechne mit den gegebenen ESV die Naherungen

ny(zo+H;H), mo(xo+H;H).

S2 Berechne

H _ puflni(zo+ H; H) —np(zo+ H; H)||

h € '

S3 Ist H/h > 2, so setzé{ = 2h und gehe zu Schri§l

S4 Setze
ro = xo+H,
Yo = Mo(vo+H,H),
H = 2h

und gehe zu Schri§l

Bemerkungen:(i) Auf den ersten Blick scheint der Aufwand beim Algorithniu40
nicht geringer als beim Algorithmu&.g zu sein. Rechnet man beim Algorithmus
6.9 £ Auswertungen der Funktioyf fiir einen Iterationsschritt, so bendtigt dieser
Algorithmus mindestensi3Auswertungen der Funktiofi pro Schritt. Rechnet man
beim Algorithmug6.10% Auswertungen der Funktiof fir das erste Verfahren und
k + 1 Auswertungen der Funktioii fir das zweite Verfahren, so bendtigt dieser
Algorithmus mindestensi2+ 1 Auswertungen der Funktiofi pro Schritt. Es lassen
sich aber ESV der Ordnungt- 1 konstruieren, bei denen ein ESV der Ordnprads
Zwischenergebnis abfallt. So zum Beispiel

1 1
4 4
27| 189 729
40| 800 800
L 214 27 650
891 891 891
214 27 650
p=2
891 891 891
4| 533 1600 27
P=21 %106 2106 2106
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Wir berechnen

kl - f(xvy)a
ky = f(o+iHy+ Hk
2 — x 4 Y A 1/,
27 189 79

214 27 650 )
k3

— H kil
Mo YT (891k 1189172 " 5o1

ks = f(z+Hny),
533 1600 27
Ny = y+H( k1+ k3+ k4>.

2106 2106 2106

Der Aufwand des gesamten Verfahrens wird durch das Verfahren mit der héheren
Konvergenzordnung bestimmt. Beim Vergleich der Algorithiffedund6.1Qwurde

man damit ein Verhaltnis vonk3zu k + 1 Funktionsauswertungen pro Schritt erhal-
ten. Damit sind die BNGE-KUTTA-FEHLBERG-Verfahren bedeutend effektiver.

(if) Man beachte die beiden Bemerkungen zum Algorithi®$s

Anwendung der Schrittweitensteuerung auf die numerische Integration

Die Aufgabe der numerischen Integration ist auch als AWP formulierbar. Das Be-
rechnen von

b
:/f(a:)da:

ist dem Problem des Berechnens des Weytésder Losung des AWP
y'(z)=f(z), y(a)=0

aquivalent. Ist nun durch

n

Qn(f)=(b—a) )y wif(z;), zi=a+7d;i(b—a)

1=

eine Quadraturformel zum naherungsweisen Berechner (bngegeben, so ent-
spricht dem das ESV

no = Yo,

M1 = 1+ h®(zg,ngh),  k=01..
Tpr1 = Xp+h



28 KAPITEL 6. ANFANGSWERTPROBLEME

mit
n
O(zg,np h) = | w; f(xp +Yih).

1=
Hat die Quadraturformel den Exaktheitsgrado gilt
1
n
/xl dr = Qu(zh) = Y wvl
0 =
furl =0,...,q. Daraus ergibt sich

n 1
Z Wl=-—""" 1=0,...,q
i: wZZ l—'—l, Y 7q

Die ersteny Glieder der RyLOR-Entwicklung

O(z,y;h) = oz, y) +¢1(z,y)h+ @2z, y)h> + . ..
von @ lauten dann

l hl dl hl n

hl
= Wan P vheo=71 2

(I+1)!

iz, y)h w; f ()0} = ().

Damit ergibt sich fur den lokalen Diskretisierungsfehler
m(z,y;h) = O(hi™).

Das ESV, das der Quadraturforn@},(f) entspricht, hat daher die Konsistenzord-
nungp = ¢+ 1. Damit ist das erste Verfahren zur Schrittweitensteuerung von ESV
(Algorithmus6.9) unmittelbar auf die numerische Integration anwendbar. Wir erhal-
ten den folgenden Algorithmus.

6.11. Schrittweitensteuerung fur Quadraturverfahren:
Es sei durch

n

Qn(f)=(—a) )y wif(a+9i(b—a))

1=

ein Quadraturverfahren mit dem Exaktheitsgradum naherungsweisen Berechnen
von

gegeben.
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S0 Wahle Grundschrittweité/ = b — a und eine zu erreichende Genauigkeit
Setzerg=a, ng=0undk = 0.

S1 Falls x;, = b so setzd (f) = n,.. STOPP
S2 Berechne die Naherungen

n
M1 =mx+H Y wif(a+19;H)

1=

und

. H 2 H H 2 H H
Nk+1 = 77]g+5i: wzf (a+192§> +§Z;w2f <CL—|—E+191§> .

S3 Berechne

H g 2070 [[npiq — sl
2¢+1 -1 5 '

==

S4 I1st H/h > 2, so setzé{ = 2h und gehe zu Schrig2

S5 Setze
Tyl = xp+H,
M+l = Tk,
H = min{2h,b—xk+1},
E = k+1

und gehe zu Schri§l

6.2.6. Steife Differentialgleichungen und implizite Verfahren

Viele AWP aus der Praxis bereiten beim Losen eigenartige Schwierigkeiten. Betrach-

ten wir dazu als Beispiel das AWP
y' =y, y(0)=1

mit der exakten Losung(z) = e#*. Ist u < 0, so strebt die Losung flr — oo

gegen Null. FUr hinreichend grofdedndert sich die L6sung nur noch unwesentlich.
Man sollte annehmen, dass man in diesem Bereich mit grof3en Schrittweiten arbeiten
kénnte. Verwendet man nun das/EERsche Polygonzugverfahren, erhalt man die

Néaherungen

N1 = Nk + phny, = (14 ph)ny,
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folglich

M = (L4 ph) o = (1+ ph)*.
Die 7, konvergieren offensichtlich nur fiji + ©h| < 1 gegen Null. Positive Nahe-
rungslosungen erhalt man nur furlh > 0. Damit ergibt sich fur ,verniinftige*
Schrittweiten die Forderung

-1 < puh <0,

und daraus wegemn < 0

1
O<h<——.
7!
Je grol3eful, also je schneller die exakte Losung gegen Null konvergiert, desto klei-

nere Schrittweiten muss man wahlen, um verniinftige Naherungslésungen zu erhal-
ten.

Auch fur Verfahren héherer Ordnung ergibt sich die gleiche Situation. DRs\NH
Verfahren liefert flr das obige AWP die Naherungslésungen

2,2 k
77]{:<1—|—[Lh—|—'u7> .

Damit wieder 0< 7, undn, — O flr k£ — oo gilt, muss die Schrittweité die Un-
gleichungen

2h2
0< 1+uh+“7<1

erfullen. Daraus ergibt sich
—1<(1+ph)?<1
und weiter
|11+ ph| < 1,

also

2
h<——.
7
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Das ist nicht wesentlich besser als beimLER-Verfahren. Ein Verfahren, das besser
zum Ldsen des obigen AWP geeignet ist, erhalten wir folgendermalf3en. Wir integrie-
ren die Differentialgleichung vom bis z + h und erhalten

z+h T+h

[ vwa= [ feywa,

und daraus

x+h

yla+h) =y@)+ [ fty)d

Wendet man die Rechteckregel mit der linken Intervallgrenze zur Approximation des
Integrals an, erhalt man das bekannta ErR-Verfahren

n(x+h)=n(z)+hf(z,n(z)).

Wendet man jedoch die Rechteckregel mit der rechten Intervallgrenze an, erhalt man
n(z+h)=n(x)+hf(x+hmn(z+h)).

Hier ergibt sich die neue Naherungz + 1) aus einem im allgemeinen nichtlinearen
Gleichungssystem. Das Verfahren wirdiatplizites EULER-Verfahren bezeichnet.
Fir obiges eindimensionales AW (¢, y) = py) 1asst sich das Gleichungssystem
nachn(z + h) auflésen. Es ergibt sich

1

e h) = 1= )

Damit hat diek-te Naherung die Darstellung

(w0) = —
_— T = —
Die Forderungen

klim =0, n.>0

liefern dann im Falle; < O

0<

<1
1—ph 77
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folglich
h > 0.

Das Verfahren liefert fur beliebige positive Schrittweiten vernlnftige Losungen.
Wir wollen nun Differentialgleichungen mit diesen Schwierigkeiten genauer charak-
terisieren. Das lineare Differentialgleichungssystem

y/ — Ay, A c Rdxd
heiltsteif, falls alle Eigenwerte\; der Matrix A einen negativen Realteil haben und
zusatzlich

~max{ [R(\)||i=1,...,d}

L 1
I M ROV i=1,...d)

gilt. FUr ¢ ~ 10 heiRt das Differentialgleichungssystexthwach steif fir ¢ = 10
steif.

Bemerkung: Der Begriff der Steifheit ist auf beliebige Differentialgleichungen tber-
tragbar. Die Differentialgleichung

Y =f(z.y)
wird durch die Einfuhrung der Funktionefiz) = x und

- (4

auf die Gestalt
5 = F(@) = ( F@.) )

gebracht. Durch Linearisierung in der Nahe eines Punigesrhialt man dann eine
Differentialgleichung der Forny’ = Ay. Damit lasst sich fiir eine beliebige Diffe-
rentialgleichung lokal der Steifheitsbegriff erklaren.

Wendet man nun ein ESV zum Lésen eines AWP der Form

Yy = Ay, y(zo)=yo,

an, lasst sich fur die Folgen,. } ..y der Naherungslosungen meist eine Rekursions-
formel

Npr1 = 9(hA)My

mit einer rationalen Funktiop angeben, die nur vom betrachteten Verfahren ab-
hangt. Man erhélt zum Beispiel:
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e EULER-Verfahren:
Npr1= T +hA)ME, g(z) =1+z,

e implizites EULER-Verfahren:

1
1—2’

Mrr =T —hA) I, g(z) =

e HEUN-Verfahren:
2

1
Ni+1 = (I+hA+§(hA)2> Mg 9(2) = 1+Z+%,

e RUNGE-KUTTA-Verfahren:

1 1 1
Nes1= | I +hA+Z(hA)?+Z(hA)P+ = (hA)* ) n,
2 6 24
2 3 4
4 VA ya
=1 4z 4z
g(z) +z+2+6+24

Gentugen die Naherungslosungen eines ESV fir das angegebene AWP einer derarti-
gen Rekursionsformel, so gilt

. = [9(hA)]" yo

bzw.

770
n(z;h) =[g(hA)] " yo.
Falls die Eigenwerte der Matrig(hA) betragsmafig gro3er als 1 sind, wachsen
die Naherungem, unbeschréankt. Naherungslosungen, die fur gro@egen Null
konvergieren, ergeben sich nur fix(g(hA))| < 1. Ist A\ Eigenwert vonA, so ist

g(h\) Eigenwert vong(hA). Damit spielen gerade die Argumenievon g eine
besondere Rolle, fir dig(z)| < 1 gilt;. Das lineare AWP

y' = Ay, y(zo0)=yo
werde mit einem ESV gel6st. Fur die Naherungslésungen existiere bei konstanter
Schrittweite eine Rekursionsbeziehung der Form

o = Yo

Ni+1 — g(hA)"?k, o
Tp1 = apth , k=01,...
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Die Menge
M={zeC|lg(z)] <1}

heil3t danr(absolutes) Stabilitatsgebietles ESV.

Steife Differentialgleichungen sind gerade dadurch gekennzeichnet, dass alle Eigen-
werte der MatrixA einen negativen Realteil haben. Ein ESV wird darum genau dann
fur jene Schrittweiterh > 0 verninftige Naherungslosungen einer steifen Differen-
tialgleichung liefern, fur die\h € M fir alle Eigenwerte\ von A qilt. Ist h > 0, so

folgt aus

AeC={z2eC|R(z) <0}

hA € C. Ein ESV ist darum um so besser zur Integration einer steifen Differential-
gleichung geeignet, je grofRer der Durchschnitt zwischen absolutem Stabilitatsgebiet
M und der linken komplexen Halbebe@eist. Ein ESV zum L6sen eines AWP heil3t
absolut stabil bzw. A-stabil, falls C. C M gilt. Das implizite EULER-Verfahren ist

damit absolut stabil. Weitere absolut stabile Verfahren héherer Ordnung gewinnt man
durch &hnliche Ansétze wie bei dewRGE-KUTTA-Verfahren:

n
®(z,y;h) = 5 apKp(z,y;h)
k=0

mit

n
=0

Die GrofRenK ;. ergeben sich hier als Losungen von i.a. nichtlinearen Gleichungssy-
stemen. Fur den Fall = 1 ergibt sich zum Beispiel

d(z,y;h) = aoKo+a1K1,
Ko = f(xz+9h,y+ Bookoh+ Fo1K 1h),
K1 = f(z+v1h,y+ BroKoh+ f11K1h).

Die Konstanteny, ..., oy, Y, ...,9, und Goo, ..., Bnn Werden wieder so bestimmt,
dass man Verfahren mdglichst hoher Ordnung erhalt. Wir wollen die Koeffizienten
einiger Verfahren nach folgendem Schema angeben:

Yo | Boo Bor Boz o3
U1 | 010 P11 P12 P13
U2 | B20 P21 P22 [323 .
V3| B30 P31 P32 (33

ap a1 Qa2 Q3
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Speziell sind die expliziten BNGE-KUTTA-Formeln in diesem Schema enthalten
(Bi; = 0 fur j Z4). Gilt 3;; =0 fur j > i, so hei3en die Verfahratiagonalimplizit.
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Schrittweitensteuerungen sind analog zu expliziten Verfahren moglich. Es existieren
auch Verfahren, die &hnlich wie dieURGE-KUTTA-FEHLBERG-Verfahren funktio-
nieren.

6.3. Mehrschrittverfahren

6.3.1. Prediktor-Korrektor-Verfahren

ESV waren dadurch charakterisiert, dass zum Berechnen einer Nahgrungur
die Kenntnis der vorigen Naherumg. bendtigt wurde. Nun liegt es nahe, Verfahren
zu konstruieren, die zum Berechnen der Nahemgng mehrere vorhergehende Na-
herungem;.,m;_1,...,m,_,,1 verwenden. Verfahren dieser Art heilRen Mehrschritt-
verfahrerf] Wir wollen nun einfache MSV konstruieren. Es sei

y' =f(z,y), ylro)=1yo

das zu I6sende AWP. Die Funktigherfille die Voraussetzungen aus 6.1. Inte-
grieren wir die Differentialgleichung von bis =, so erhalten wir

f y/(t)dt = / Fty(e))at

und damit

y(x)—y(@)= [ f(t,y@))dt.

B—

Kennt man einen Naherungswert fijifz), l1&sst sich eine Naherung fi(z) gewin-

nen, indem man das Integral auf der rechten Seite der obigen Gleichung in geeigneter
Weise approximiert. Hier treten zwei Schwierigkeiten auf. Einerseits kennt man die
Abhangigkeit des Integrandehvon ¢ nicht, da die Funktiony(¢) nicht bekannt ist.
Andererseits liel3e sich das Integral auch bei bekannter Abhéngigkeit der Funktion
f vont in den meisten Fallen nur naherungsweise berechnen. Betrachten wir das
Problem der Approximation des bestimmten Integrals bei bekanntem Integranden.
Zum Ldsen dieses Problems gehen wir dhnlich wie bei der Herleitung ElemiNIN-
CoTesFormeln vor. Wir ersetzen den Integranden durch ein geeignetes Interpola-
tionspolynom und integrieren dieses. Zur Konstruktion des Interpolationspolynoms
wéahlen wir aquidistante Stutzstellen

ri=z0+th, 1=01,...

4Wir werden fiir Mehrschrittverfahren die Abkiirzung MSV verwenden.
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Weiterhin sei

T=2Tprg, T=Tpj.
Das gesuchte Interpolationspolynd®y(¢) sei durch

1. GradP, = ¢ und

festgelegt. Man beachte, dab% im Falley : R — R? selbst eine Vektorfunkti-
on ist, deren Komponenten Polynome vom Hochstgraihd. Mit der LAGRAN-
GEschen Interpolationsformel ig?, sofort angebbar. Wir erhalten

q

Py(t) = Z)f(xp—ivy(xp—i))Li(t)

1=

mit
L) =[]t _01
) - ) t=U,4L...,q
Z D;xp—i_xp—l
I£i
Damit gilt
q Tp+k
Yp+i ~ yp—j+. I (xp—isy(xp-i)) / Li(t)dt
= Lp—j
q
= Yp_j+h ) Bef(xp—i,y(wp-i))
=
mit
1 Lp+k
G = 7 / Li(t)dt
Lp—j
Tp+

k
1 4 t—ux,
Ly,
h 1=0 Lp—i = Tp—I

To—j [£i
Durch die Substitution = x, + sh = xo+ (p+ s)h erhalt man daraus

s+

e

—J 1#i
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Je nach Wahl voi, j undq ergeben sich verschiedene Verfahren der Form

q
Motk = Mp—i +h Y Beif (xp—ismp—;)-

1=

Wir wollen die wichtigsten vier Verfahrensklassen angeben.

Adams-Bashforth-Verfahren

Wir setzenk =1,7=0undg¢=0,1,.... Es gilt dann

s+

ﬂqz—/ =57
0 [

und
77p—|—1 = np +h [ﬁqo.fp + ﬁqlfp—l +e ﬁqqu—q}
mit

fi=f(zim;), i=01,....

q sBqi s | Ordnung
0 1 1 1
1 3 -1 2 2
2| 23 -16 5 12 3
3| 5 59 37 -9 24 4
411901 -2774 2616 -1274 251720 5

Tabelle 6.1: MAMS-BASHFORTH-Verfahren

Adams-Moulton-Verfahren

Wir setzenk =0, =1und¢=0,1,.... Es gilt dann

s+

o ) 2t

-1 11
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und
Ny = 77p—1+ h [6q0f(xpa77p) +6qlfp—1 +ee +5qqu—q] .
Ersetzt marp durchp + 1, so erhélt man die tbliche Form

np—i—l = np + h [6q0f(xp+la np—i—l) + ﬁqlfp + - 6qqu—q—|—]_] .

q 504 s | Ordnung
0 1 1 1
1 1 1 2 2
2 5 8 -1 12 3
3 9 19 -3 1 24 4
41251 646 -264 106 19720 5

Tabelle 6.2;: MAMS-MoOULTON-Verfahren

Nystrom-Verfahren
Wir setzenk =1,7=1und¢=0,1,.... Es gilt dann

1, o
S
51':/ ds
7 !_!—]+l

- l;éz

und

np+1:np+h [ﬁqo.fp"_ﬁqlfp—l_{—"'—i_ﬁqqu*q} )

Milne-Verfahren

Wir setzenk =0,j =2undq=0,1,.... Es gilt dann

s+1

o )2t

-2 11
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q 508y s | Ordnung
0 2 1 2
1 2 0 1 2
2 7 -2 1 3 3
3 8 -5 4 -1 3 4
41269 -266 294 -146 2990 5

Tabelle 6.3: NSTROM-Verfahren

und
np = 7’p—2+ h [ﬁqo.f(xpanp) +Bqlfp—1 + e +5qqu—q] .
Ersetzen wir wiedep durchp + 1, so erhalten wir die Ubliche Form

Mp+1 = Mp-1 +h [ﬁqu(sz—la "7p+1) + ﬁqlfp + -+ ﬁqqu—q—ﬂ] .
Bei den Verfahren von BAMS-BASHFORTHUNd NYSTROM lasst sich aus den be-

q 508y s | Ordnung
0| 2 1 1
1, 0 2 1 2
21 4 1 3 4
3|1 4 10 3 4
4129 124 24 4 -190 5

Tabelle 6.4: MLNE-Verfahren

kannten Naherungen,,...,n,_, leicht die neue Naherung,_ ; bestimmen. Da-

zu ist nur eine Auswertung der Funktighnotwendig, namlich das Berechnen von
f(zp,m,). Bei den Verfahren von BAMS-MoOULTON und MILNE tritt die neue Na-
herungn,; jedoch auch auf der rechten Seite der Gleichung auf. Damit ergibt
sichn, 1 als Losung eines i.a. nichtlinearen Gleichungssystems. Die Verfahren von
ADAMS-MouLTON und MILNE sindimplizite Verfahren im Gegensatz zu der-
pliziten Verfahren von mMAMS-BASHFORTHUN NYSTROM. Zum Ldsen der nicht-
linearen Gleichungen liegt es nahe, eine Fixpunktiteration folgender Form anzuwen-
den:
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6.12. Fixpunktiteration fir Korrektor-Verfahren:
S0 Wahle Startwern]g1 und setzer = 0. Berechne flr das

e ADAMS-MOULTON-Verfahren
0= np+ h [ﬁqlfp+5q2fp—l+ e +ﬁqqu—q]

e MILNE-Verfahren

0= 77p—1+h [ﬁqlfp+6q2fp—l+”'+ﬁqqu—q}

S1 Berechne

Y = o hBof (parn)y).

S2 Setzé: = k+ 1 und gehe zu Schrigl

Die Iteration konvergiert, falls die Funktiofi eine LIPSCHITZ-Bedingung

1f(z,y1) — F(@,92) || = ly1— 2l

fiir alle x € [a,b] und alleyy,y, € R? erfilllt, und falls die Schrittweité: hinrei-

chend klein gewéahlt wird. Eine gute Startnéherwﬂal beschafft man sich mit ei-

nem expliziten MSV. Darum heif3en die expliziten MSV atlrrediktor-Verfahren

und die impliziten MSVKorrektor-Verfahren . Die Kombination eines Prediktor-
Verfahrens mit einem Korrektor-Verfahren wiRrediktor-Korrektor-Verfahren
genannt. Fur das Berechnen einer neuen Néaherung reichen i. a. ein Prediktor-Schritt
und ein oder zwei Korrektor-Schritte.

6.3.2. Konvergenz von Mehrschrittverfahren
Die bisher behandelten MSV und ESV sind von der Form

"7j+r+04r—1"7j+r—1+“'+040"7j - hF('x]an]—l—r?an]!h’f)

Ein derartiges Verfahren wird auch atsSchritt-Verfahren bezeichnet. Bei den
ESVistr =1, ag = —1 und F = ®. Bei den im vorigen Abschnitt behandelten
MSYV hing die FunktionF' linear von der Funktioryf ab:

F(xjun]+r77njlh’f) = 5rf(1’j+ra77j+r)
+ Br—1F (Tjsr—1,Mjqr—1) T+ Bof (zj,m;).

Man spricht von einem linearenSchritt-Verfahren. Im Gegensatz dazu hing die
Funktion® bei den ESV hochgradig nichtlinear vginab.
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Wir wollen nun die Eigenschaften von allgemeinen MSV untersuchen. Dazu werden
wir wieder lokale und globale Diskretisierungsfehler betrachten und Konsistenz und
Konvergenz der Verfahren untersuchen.

Es seienf € Fl[a,b], z(t) die exakte Lésung des AWP

Z(t)=f(t.2(t), z(@)=y

und F' die Verfahrensfunktion eines zugeordneteSchritt-Verfahrens. Dann heil3t
die Grdlde

T(r,y;h) =
r—1
z(x+rh)+ | a;jz(x+ih) — hF (zi,z(x+71h),....,z(x+h),z(x); h; )

1=

lokaler Diskretisierungsfehler des entsprechenden MSV an der Stélley).

Der lokale Diskretisierungsfehler gibt folglich an, wie gut die exakte Losung die
Gleichung des MSV erflillt. Wie bei ESV definieren wir nun auch die Konsistenz
von Verfahren. Ein MSV heif¥onsistent, falls fiir allez € [a,b], alley € R? und
alle f € F1[a,b]

lim ‘h)=0

lim 7 (z,y:h)

gilt. Es ist naturlich wieder winschenswert, dass der lokale Diskretisierungsfehler
maglichst schnell mit. gegen Null konvergiert. Das fuhrt wieder auf den Begriff der

Konsistenzordnung. Ein MSV hat die Konsistenzordnuntalls fur allex € [a, b],
alley € R? und allef € FP[a, b]

I (@, y:h) || = O(|h)")

gilt. Die Konsistenzordnung eines Verfahrens lasst sich wieder bestimmen, indem
man fur den lokalen Diskretisierungsfehler dieYToRr-Entwicklung beziglichh
verwendet. Die Ordnung des ersten nichtverschwindenden Gliedes gibt dann die
Konsistenzordnung an.

6.13. Beispiel:Wir betrachten ein NSTROM-Verfahren mity = 2:

7 2 1
MNp+1—Mp-1—= h [:—,)f(l’pmp) - §f(xp—1777p—1) + §f(flfp—2,?7p—2)} :

Setzt marp = j + 2, so erhélt man

7 2 1
Nj+3—MNj+1—= h [éf(xj+27nj+2) - §f(37j+1,"7j+1) + éf(xja'rlj)] .
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Damit gilt

T(x,z;h) = %[z(az—kSh) —z(x+h)]— gf(x—l—Zh,z(x—FZh)) +

2Pt 2+ h) — 5F (2 2(0)
1 7 2, 1,
— E[z(g;-|-3h)—z(as—|—h)]—§z (:1:—|—2h)—|—§z (x+h)—§z (x).

Wir entwickeln die einzelnen Terme nach Potenzen kon
2 3 2714
9i " 9h ///(x) h (4)<$) —I—O(h5),

z(x+3h) = z(x) +3h2'(z) + 5 % (x)—|—7z —I—Tz
h? h3 h?
z(x+h) =z(x)+h2' () + ?z”(x) + Ez’”(x) + ﬂz(d') (z) + O(h®),

3
2 (x4 2h) = 2/ () + 2h2" (x) 4+ 2h22" () + %z“)(gy) +O(hY,

2 3
2 (z+h)=2(z)+hz"(z)+ %z”’(:c) + %z<4> (z) + O(h™).
Setzt man diese Entwicklungen in die obige Darstellung~@m, so ergibt sich

1 942 953 27h4
T(w,2:h) = 5 | 2(x) + 302/ (2) + - 2" (1) + =-2" (1) + =52 ()
2 3 4
—z(z) — h2 (z) — h—z”(m) _ %z’"(az) _ %z@ () + 0(h5>} _
3

2/ (x) + 2h2" (z) + 2h%2" (z) + %2(4) () + O(h4)] +

2 3

2 (z) + h2"(z) + %z”’(aj) + %z(4) (z) + O(h4)] -

1 /
§Z (z)

3 4
2hz' () + 4h22" (z) + %z’”(m) + %z(@ () + O(h5)] -

2
— 22/ (z) — 4h2" (z) — %z”’(m) —3h32%(2) + O(h?)

h3
- §z<4>(:c) +O(h%).
Es handelt sich somit um ein Verfahren der Konsistenzordnung 3. @

Nun mdchte man natirlich wieder Verfahren mdglichst hoher Konsistenzordnung
konstruieren. FUr lineare MSV erscheint dies einfach zu sein. Der Ansatz

Njsr + 101+ aom; = b8 f(j4r,mi) +-+ Bof (25,m;)]
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fahrt Gber die entsprechende Entwicklung des lokalen Diskretisierungsfehlers auf
ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten,...,ap und

Gr, ..., 0. Bei der Konstruktion von ESV Uber einen entsprechenden Ansatz lieferte
jede Losung des dazugehdrigen nichtlinearen Gleichungssystems ein konvergentes
ESV. Bei MSV ist dem nicht so. Das zeigt schon das folgende Beispiel.

6.14. Beispiel:Wir wollen ein explizites lineares MSV mit = 2 und maximaler
Konsistenzordnung konstruieren. Dazu dient der folgende Ansatz:

N2+ ain;+aon; =h[Buf(xjr1,mi01) + Bof (zj.m;)] .
Fur den lokalen Diskretisierungsfehler erhalten wir
T(x,y;h) = % [2(x+2h) + ar1z(z+ h) + agz ()]
—[Brf (@ +h,z(z+ 1))+ Bof (z,2(2))].
Mit 2'(t) = f(t,2(t)) undz(z) = y ergibt sich daraus
T(z,y;h) = % [z(x +2h) + a1z(x + h) + apz(z)] — [ 612 (x + h) + BoZ' ()] -

Wir entwickeln die einzelnen Terme nach Potenzenhkon

2 3
z(x+2h) = z(:c)—l—th’(x)qL%z"(:z:)+%z”’(w)+0(h4),
/ h? " h? " 4
z(x+h) = z(x)+hz (x)+?z ($)+€z (x)+O(h™),
2
Z(x4+h) = 2'(x)+h2"(z)+ %z”’(az) +O(hd).

Einsetzen dieser Entwicklungen liefert

. 1 / hz /!
T(z,y;h) = 7 {(1+a1+ao)z(:€)—|—(2+a1)hz (x)+ (44 al)iz (x) +
(B +a ")+ 0| -

2
- |92 Bo)='(a) 4 34k ) + 'y 2 + O

= (1+a1+ao)%z(x) + (24 a1 — B1— Po)Z ()

2
+(4+a1— 261)%z"(x) +(8+a1— 351)%/’(;1;) +O(1h).
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Um ein Verfahren mdglichst hoher Konsistenzordnung zu erhalten, mussen die ersten
Terme verschwinden. Es ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem.

a1 + ap = -1
ag — 1 — Po = 2
ag — 201 — = -4
o1 - 301 — = —8

Dieses besitzt die eindeutige Losung = —5, a1 = 4, o = 2 und 51 = 4. Wir
erhalten folglich das Verfahren

Ni2+4n,1—50;=h|[4f (xj41.1,.1) +2f (x5,m;)].
mit der Konsistenzordnung 3. Wenden wir dieses Verfahren auf das AWP
y'=—y, y(0)=1

mit der exakten Losung(x) = e~* an, so lasst sich die Naherungslosung explizit
darstellen. Sie erflllt die homogenen Differenzengleichung

Nj+2+ (4+4h)nj+1+ (=5+2h)n; = 0.

Ldsungen von homogenen Differenzengleichungen erhalt man tGber den Ansatz
n; = M

Einsetzen dieses Ansatzes in die Differenzengleichung liefert
N2 (44 ap)N T4 (=54 2n)N =0,

Diese Gleichung ist fuk = O trivial erfallt. Wesentliche Losungen erhalt man aus
A2+ (4+4h)\—5+2h = 0.

Das sind

2 4
AL(h) = —2—2h+\/1+§h+§h2

und

2 4
Ap(h) = —2—2h — \/1+§h+§h2.
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Die allgemeine Losung der Differenzengleichung lasst sich als Linearkombination
dieser speziellen Losungen darstellen

Nj = paXg + paXs.

11 und o werden aus den Anfangsbedingungen ermittelt. Es gelte

mo = yo=1,

m = yr=e " (exakter Wert)

Daraus folgt

_e_h—)\z __e_h—)\l
D VIS VLR Vi v

M1

Entwickelt man numy(h), A2(h), p1(h) und uz(h) nach Potenzen voh und setzt
alles in die Darstellung

n; = pa(h) Ma(R) + pa(h) [Aa(R))

ein, so erhalt man fur festesundh,, = z/n
M = n(x;hy) ,
= (o5 (())]
(7)o ()] [-5-3+0((2))
Fur den ersten Term gilt offensichtlich
tm [10 ()] [i-50((2)7)] =
Das ist der Anteil, der die exakte Losung beschreibt. Fur den zweiten Term gilt
16(3) [0 ()] |53 +0((2))] =
_g\n 4 o\ 17
a5 () o (] g0 (G))]




6.3. MEHRSCHRITTVERFAHREN 47

Wegen

. 311 €T 2 n_ 356/5
im fre g0 (7)) =

verhalt sich der zweite Term flr gro3esvie

(=5)" (§)463x/5
216 \n '

Dieser Term oszilliert mit wachsendemmmer heftiger.

Genau dieses Verhalten beobachtet man auch bei Anwendung des obigen Verfahrens

auf ein beliebiges AWP. Der Grund dafr ist darin zu suchen, dass die allgemeine

LAsung der Differenzengleichung den Term

Xy =[5+ 0(h))
enthalt, der fur grof3egbeliebig grofl3 wird. @

Das Beispiel lasst vermuten, dass die Losungen der Differenzengleichung

Njsr+ Q1M1+ -+ aon; =0

entscheidenden Einfluss auf das Konvergenzverhalten des MSV haben. Genau dies
ist der Fall. Ein MSV heif3hullstabil, falls das erste charakteristische Polynom

W(u) = p" +ap_ap” T +aaptag

nur Nullstellen) besitzt, fur dig]A\| = 1 gilt, und die im Fallg\| = 1 einfach sind.
Bemerkung: Fur die bisher behandelten MSV ist die Stabilitdtsbedingung stets er-
fullt. Man erhalt fir die AAMS-BASHFORTH und ADAMS-MOULTON-Verfahren

die charakteristischen Polynome

W) =p" —p" = (="t
und fir die NvySTROM- und MILNE-Verfahren die charakteristischen Polynome
W) =p" —p" 2= (p+ 1) (-1’2

Genauere Untersuchungen zeigen, dass es kefohritt-Verfahren der Konsistenz-
ordnung 2 gibt, die auch nullstabil sind. Es qgilt:

6.15.DAHLQUIST's 1. Ordnungsschranke:Fur die maximale Konsistenzordnung
eines nullstabilem-Schritt-Verfahrens gilt

_ [ r+1 far r ungerade
P=Vr+2 fur r gerade
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Ein r-Schritt-Verfahren der Konsistenzordnung- 1 ist z. B. durch ein Prediktor-
Korrektor-Verfahren vom AAMS-BASHFORTHMOULTON-Typ gegeben.

Ein r-Schritt-Verfahren der Konsistenzordnung- 2 ist das MLNE-Verfahren fir
q=2:

1 4 1
Mp+1="Tp-17F §f(37p+1>77p+1) + éf(x;mnp) + éf(xp—].)npfl) :

Ldst man mit diesem Verfahren das AWP

Yy =ry, y(0)=1

mit der exakten Losung(x) = e"?, so erfullen die Naherungslosungen= n(xy; h)
die homogene lineare Differenzengleichung

Kkh 4kh kh
( _3>77k:+1 3 Tk <+3)77k1 0

Die allgemeine Losung dieser Differenzengleichung l&asst sich wieder in der Form

M = Ny + )5

angeben, wobei; und \» Lésungen der quadratischen Gleichung

kh\ .o 4xh kh\
<1—§>)\ _TA_(:H_?) =0

sind. Es ergibt sich

1 2kh h)?2
M= <m+ 1+(/<;)>

1-5\ 3 3

o L <Zl{h_ 1+(/<;h)2)-

1-5\ 3 3

Die Koeffizientenu, und uo sind aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen.
Ausy(0) = O folgt i1 + 2 = 1. Damit gilt

n = padr+ (1= Az,
folglich

_ M — A2
=T
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Entwickelt man\; und A\ nach Potenzen vol, so gilt in erster Naherung

kh 2xh
= 1+ — —4+1) =1
A <+3><3 —l—) +kKh

und

_ kh 2xh _ kh

Fur die Naherungslésung an der Stellerhalten wir so

n(z;h) = g (1+ mh+0(h2)) +(1— 1) (—1+ % +O(h2)> .
Der erste Term verhalt sich wig”. Er entspricht der exakten Lésung. Der zweite
Term dagegen verhélt sich wie

(_1)56/1167141’/3.

Fiur x < 0, also eine exponentiell abfallende Losung, liefert dieser Term eine oszil-
lierende exponentiell wachsende Storung. Genau diese Verhalten beobachtet man in
der Praxis bei allen-Schritt-Verfahren der Konsistenzordnung- 2, falls diese auf

AWP mit exponentiell abklingenden Lésungen angewendet werden. Damit ist die
Anwendbarkeit dieser Verfahren stark eingeschrankt.

Neben der Konsistenz von MSV interessiert auch wieder die Konvergenz. Bei ESV
folgt aus der Konsistenz die Konvergenz, und Konsistenzordnung und Konvergenz-
ordnung stimmten Uberein. Bei MSV sind

die Verhaltnisse so: Zunachst bendtigt man, umre8chritt-Verfahren zu starten,
neben dem Anfangswerfy, = yo weiterer — 1 Naherungem,...,n,_, fur die ex-

akten Wertey,,...,y,_1. (Diese beschafft man sich zum Beispiel mit einem ESV.)
Die Gute dieser Naherungen beeinflusst nattrlich die Gute aller weiteren Naherungs-
werte. Wir nehmen an, dass sich diese Startndherungen gemaf

No = Yo,
m y1+e1(h),

MNr—1 = Ypr_1t €7~_1(h)

von den exakten Werten unterscheiden. Die berechneten Naherynggn ;.. ..
hangen damit nicht nur von der Schrittweite und dem angewendeten MSV ab, son-
dern auch von der Gite der Anfangsnaherungen. Folglich ist flr die Nahgrang

der Steller zu schreiben

n(x;e;h),
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wobeie eine Funktion bezeichnet, fir dig = e(x;;h) furi=1,...,r — 1 gilt. Nun
definieren wir den globalen Diskretisierungsfehler fir MSV. Egsdie exakte L6-
sung des AWP

y' =f(z,y), y(zo)=yo

n(x;e; h) bezeichne die mit einem MSV mit der Schrittwefitberechnete Naherung
fur y(x), wobei die Gute der Startnaherungen durch die Funktioeschrieben wird.
Dann heif3t die Grof3e

e(r;e;h) =n(z;e;h) —y(x)

globaler Diskretisierungsfehleran der Steller zur Schrittweiteh. Nun lasst sich
auch sagen, was unter einem konvergenten MSV zu verstehen ist. Ein MSV zum
Ldsen von AWP der Form

Y = f(z,y), y(ro)=1yo
heildtkonvergent, falls

. r—x0
lim e(z;e;h,) =0, h,= ;
n—oo n

fur alle » € [a,b], fir alle Funktionenf € F1[a,b] und fiir alle Funktioner(z;h)
mit

lim |le(z;hn)|| =0, z=x0+ih,, i=1,....,r—1

n—oo

gilt. Der folgende Satz, den wir ohne Beweis angeben, liefert Bedingungen fur die
Konvergenz von MSV.

6.16. Satz:Es sei durch

Njsr + 1M1+ +aon; = hF(xj,nj4p, ..., 05 f)
ein konsistentes MSV zum Losen eines AWP der Form

¥ = f(z,y), y(ro)=yo
gegeben. Die Funktiof’ erfille folgende Bedingungen:

1. F=ofirallez € [a,b], allen; € R und alleh € R falls f = o.
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2. Zu jeder FunktionF" € F'1[a,b] gibt es Konstantehg > 0 und M, so dass

r
HF(:U?,U?H7,001h1f)_F(x7w7“77w01h1f)H =M Hvl_wlu

1=
fur alle z € [a,b], allev;,w; € R,i=0,...,r und alle|h| = hq gilt.

Dann ist das gegebene MSV genau dann konvergent, wenn es nullstabil ist.

Bemerkungen:(i) Die erste Voraussetzung garantiert gemeinsam mit der Nullstabi-
litat, dass das MSV das triviale AWP

y' =0, y(ro)=yYo
exakt 10st, fallse; =eo=--- =¢,_1 =0 qilt.
(i) Die zweite Bedingung bedeutet digRsCHITzStetigkeit vonF' bezlglich der
Naherungem;... 7y, I .
(i) Far lineare MSV ist die erste Bedingung trivialerweise erftllt. Die zweite Be-
dingung folgt sofort aus deribscHITzStetigkeit vonf, die ja schon im Existenz-
und Eindeutigkeitssatz gefordert wurde.
Damit folgt die Konvergenz der im Abschnjtt 6.3.1. konstruierten Verfahren. Der
folgende Satz macht noch eine Aussage uber die Konvergenzordnung.

6.17. Satz:Es sei durch

Njpr+ @ 1Mjyp_1+ - +aon; = hF(r;,n,4,...,n:h; )
ein nullstabiles MSV der Konsistenzordnyngum L6sen eines AWP der Form

y' =f(z,y), y(zo)=yo

gegeben. Die Funktio#’ erfille alle Voraussetzungen aus Satz 5.16.
Dann gilt fur alle f € FP[a,b] und allex € [a, b]

le(zie;hn)|l = O(h7),
falls fur die Glite der Startnaherungen
lei(hP)[[=0("), i=1...r-1

gilt.

Um fur ein MSV der Konsistenzordnungauch die Konvergenzordnungzu errei-

chen, ist es somit notwendig, die Starthdherungen ebenfalls mit der entsprechenden
Glte zu berechnen, folglich zum Beispiel mit einem ESV der Ordnuigenn wir

ein Gesamtverfahren betrachten, das aus einem Startverfahren zum Berechnen der
N&aherungem,...,n,_, und einem Prediktor-Korrektor-Verfahren zum Berechnen

der weiteren Naherungen besteht, so wird die Ordnung des gesamten Verfahrens
durch das Teilverfahren mit der geringsten Ordnung bestimmit.
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6.4. Extrapolationsverfahren

Alle bisher betrachteten Verfahren zum Lésen von AWP lieferten Naherungen, die
von der verwendeten Schrittweite abhingen. Fur die exakte Logungan der Stel-

le = wird eine N&herungslosung(z; h,,) mit h,, = (x — zg)/n berechnet. Gelingt

es nun, fur die Abhangigkeit der Naherungslosuyig; 4) von der Schrittweite:
asymptotische Entwicklungen, analog der Entwicklung der Trapezsumme bei der
numerischen Integration, herzuleiten, so lassen sich wie beimBRRG-Verfahren

durch Extrapolation aus verschiedenen Naherungen, die mit verschiedenen Schritt-
weiten berechnet wurden, verbesserte Naherungen gewinnen. Leider ist nur in weni-
gen Spezialfallen die Existenz einer asymptotischen Entwicklung bekannt.

6.18. Satz VONGRAGG: Es seif € F?V*2[q,b] undy die exakte Losung des AWP
Y = f(z,y), y(ro)=1yo
Furz € R, ={xzo+ih|i=0,1,...} sein(x;h) definiert durch

o = 77(3701 ) Yo,

n1 = n(zyh) =yo+hf(zo yo),
Merr = N@k+1h) =M1+ 20 f (25, m1), b — 12
Tpr1 = wp+h ’ T

Dann besitzty(x; h) eine Entwicklung der Form

N . T—x
n(@:h) = y(@)+ Y W [ui(2) + (~1) 7 vi(@)| +h2 2By yo(wsh),
=
die fur alle z € (a,b) und alleh = (z — xg)/n, n = 1,2,..., gilt. Die Funktionen
u; undwv;, i =1,2,..., N, sind vonh unabhangig. Das Restgliel,y > bleibt bei
festeme fur alle h = (x — xg) /n beschrankt.

Die in diesem Satz angegebene Entwicklung berechtigt uns noch nicht, analog zum
RoMBERG-Verfahren vorzugehen. Dazu bendtigen wir eine Entwicklung der Form

n(z; )+ Z Ti(2)h? + h2N 2B, o(x b)),

mit von ~ unabhangigen Funktionen(z). In der Entwicklung aus Salfz 6/18 hangt
der Ausdruck
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iiber den Ternj—1)(@—0)/" yon der Schrittweité, ab. Diese Abhéngigkeit lasst sich
beseitigen, indem man die Schrittwelieso wahlt, dass der Exponett — zq)/h
immer gerade oder immer ungerade ist. Wir wéhlen die Schrittweiten folglich in der
Form
_T—20

_r—x0
h = . oder h_zn—l'

Das liefert im ersten Falle Entwicklungen der Form
N .
n(z;h) =y(z)+ Y h? [wi(x) +vi(@)]+ N 2 Eay o(z; h)
i=
und im zweiten Falle Entwicklungen der Form
N .
n(z;h) =y(x)+ Y h¥ [ui(z) — vi(@)] + b P Eay oz h).

1=

Dies sind wirkliche asymptotische Entwicklungentifi Eine weitere Verbesserung
der Entwicklung erreicht man durch folgenden TrickR&G), der den Oszillati-
onsterm im ersten Glied prinzipiell beseitigt.

6.19. GRAGGsche Naherung:
Es ist fur die Stelle: eine Naherungslésung des AWP

y' = f(z,y), y(ro)=yo

zu berechnen.
SO0 Wahle eimn, setzeh = (z — zp)/n und

no = n(zo;h) = Yo,
M1 =n(z1h) =yo+hF(zo,yo)

S1Furk=12,...,n—1berechne
M1 = NMp—1+ 20 f(Tk,Mg), Thyr = 21+ D

S2 Berechne

(ih) = 5 [0, a5 )]
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Fir die GRAGGsche Naherung lasst sich unter den Voraussetzungen von Sdtz 6.18
leicht zeigen, dass sie eine Entwicklung der Form

N -z
512 [aalo) + (-1 7 )

1=

iaih) = yle) +12 [ue) + 30" (o) +
+h2N+2E2N+2($; h)

besitzt.
Damit ergibt sich der folgende Algorithmus.

6.20. Extrapolationsverfahren zum Losen von AWP:
S0 Wahle Grundschrittweité/ und eine zu erreichende Genauigkeit
Setzer = xo+ H, ho= H/2undk = 0.
S1 Berechne mit der Schrittweite, eine GRAGG'sche Naherung

Tro = 1(z; hy).
S2 Furl=1,..., k berechne

Ty 1—Tr 1,1

2
e

| T —Th -1l Ze,

Ty, =Ty -1+

S3 Gilt

so setzgyg = n(z) = Tk x, xo = « und gehe zu SchrigQ.
S4 Setzéhy. 1 = hi/2undk = k+ 1. Gehe zu Schritbl

Bemerkungen: (i) Die Abbruchbedingung im Schrig3lasst sich etwas verfeinern.

Man bricht den Aufbau des Interpolationsschemas im Schgtb, falls sich zwei
benachbarte Werte im Rahmen der Genauigkaitht mehr unterscheiden. Um zu-
fallige Effekte zu vermeiden, sollte man erst dann abbrechen, wenn diese Bedingung
mehrmals hintereinander erfullt war.

(i) Man sollte in SchrittS2nur 5...7 Spalten des Interpolationsschemas berechnen,
da die Polynominterpolation fir Polynome hdéheren Grades ungenaue Resultate lie-
fert.

(i) Statt der Polynominterpolation darf wieder Rationale Interpolation verwendet
werden. Die Rekursionsformel in Schi@Rist dann gemalf

Ty 1—Tr_1,-1

hgy 2 1_Tk,171—Tk71,171 .
hy, Ty 1-Tir 1,2

Ty, =Ty 1+
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abzuandern.

(iv) Die Grundschrittweited wird von Schritt zu Schritt geandert. Man sollte sie so
wéhlen, dass das Interpolationsschema nach/SSpalten abbricht.

Die Konvergenzaussagen zuoRBERG-Integration gelten entsprechend auch fir
die mit dem Algorithmu$ 6.20 berechneten Werte. Insbesondere gilt also

lim T, = y(x)
k—oo 7

Somit konvergieren die Spalten des Interpolationsschemas gegen die exakte Losung.
Die Konvergenzordnung ist dabek 2- 2 falls f € F2*+2[q,b] undk = N.

6.5. Aufgaben

1. Man bestimme die L6sung des Anfangswertproblems

y' =Ay, y(0)=yq

mit yo € R? und derd x d-Matrix

Al 0
Al
A= oo , AeR.
Al
_O A_

2. Gegeben sei das Anfangswertproblem
y =2+ 243 y(0) =0.

Zur Schrittweiteh sollen mit dem ELER-Verfahren Naherungswertgz ;; 1)
fir y(z;), z; = jh berechnet werden. Man gebgz;; ) und den globalen
Diskretisierungsfehle#(z;; k) explizit an und zeige, das$z; k) bei festeme
fur h =& — 0 gegen Null geht.

3. Es sei ein Einschrittverfahren durch

D, yih) = i%f(&,m)

1=
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mit
So=1, LG=x+09h,i=1....n

i—1
=y, mi=y+hy Bif(&m). i=1....n
=

gegeben. Welche Gleichungen haben die Parametéy und 3;; zu erfillen,
damit man fum = 2 ein Verfahren 3.0rdnung erhalt? Man gebe eine Lésung
dieser Gleichungen an.

. Man schreibe ein Programm zum Berechnen der Iterationsfuniiony; )

fir beliebigesn und beliebige Parameten; und die Parameter sollen beim
Aufruf des Programms tibergeben werden.

. Das Anfangswertproblem

hat die Losungy(x) = %2. Die Anwendung des &_ER-Verfahrens liefert je-
dochy(z;h) =0 fur allex undh = =, n = 1,2,... Man begriinde dieses Ver-
halten.

. Gegeben sei das Anfangswertproblem

y =Xy, y(0)=1
Welche Schrittweitenschétzung liefert die Schrittweitensteuerung
(a) nach Algorithmu§ 6]9 mit demU ER-Verfahren,

(b) nach Algorithmu$ 6]9 mit dem implizitendEER-Verfahren,

(c) nach der RNGE-KUTTA-FEHLBERG-Methode mit EJLER- und HEUN-
Verfahren?

. Man zeige, dass das modifizierte IEER-Verfahren die exakte Losung der Dif-

ferentialgleichung

/

Yy = —2ax

liefert.
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8.

10.

11.

12.

Durch

h
gz + 1y 4 L&)y

2

F(z,y,h) = f(x,y)+h
mit

ist ein Einschrittverfahren gegeben. Man zeige, dass es sich um ein Verfahren
3. Ordnung handelt.

Bei den ApAMs-MouLTON-Verfahren wird, ausgehend von den Naherungs-
werten

Np—ijs- - Mp FUr y(zp—j), ..., y(zp)

ein Naherungswen, 1 fr y(x,+1),x € [a,b], durch folgende Iterationsvor-
schrift berechnet:

n\),  beliebig
far i=0,1,...

77](91:11) = LP(U](Q ) =1p+ h[ﬁqu(xp—kla 77](9:)_1) + 5q1fp + - 5qqu+1—q]-
Man zeige: FUr einmal stetig partiell differenzierbare Funktionen f gibt es ein
ho > 0, so dass fur alléh| = hg die Folgen](fl1 gegen eingy1 = Y(np+1)
konvergiert.

Man prufe, ob das lineare Mehrschrittverfahren

h
Mp — Mp—4 — §(Sfp—1 - 4fp—2 + 8fp—3)

konvergent ist.
Man bestimme, 5 und~ so, dass das lineare Mehrschrittverfahren
Nj+a—Njr2+anjr3—njr1) = h[B(fjr3— fir1) +7fj+2]
die Ordnung 3 hat. Ist das so gewonnene Verfahren stabil?
Es werde das durch
Nj+2+a1njr1+aon; = hibof (x;,m;) +0rf (xj11,mj11)]
gegebene PREDIKTOR-Verfahren betrachtet.
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(a) Man bestimmeg, bg undbq in Abhéngigkeit voru; so, dass ein Verfah-
ren mindestens 2.0rdnung entstenht.

(b) Far welchez;-Werte ist das so gewonnene Verfahren stabil?
(c) Welche speziellen Verfahren erhalt mandgr= 0 unda; = -1 ?

(d) lasst sichu; so wéahlen, dass man stets ein stabiles Verfahren 3.0rdnung
erhalt?



Kapitel 7

Randwertprobleme

7.1. Einfuhrung

Allgemeiner als AWP sind Randwertprobleme (RWP):
Y =f(z.y), r(y(a),yb) =0

mit

y @ [a,0] > R",
F i [a,b] xR =R,
r . R"xR" —R"

Oft liegen die Randbedingungen in linearer Form vor:
r(y(a),y(b)) = Ay(a)+ By(b)—¢c, A,BeR"™" ceR"
gilt. Man spricht von separierten Randbedingungen, falls
Agy(a) =c1, Boy(b) =c2
gilt, also Permutationsmatrizdd; und P existieren, so dass die Zeilen und Spalten
der Matrix (A, B, ¢) so vertauschbar sind, dass

P]_(A,B,C>P2: <

gilt. AWP sind spezielle RWP miA = I, B =0 undc = y,,.
Fur RWP existiert kein Existenz- und Eindeutigkeitssatz wie fir AWP, der unter
schwachen Voraussetzungen die Existenz und Eindeutigkeit der LOsung sichert.

59
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7.1. Beispiel:Es sei

/
(Y1) 0O 1 B
V= ()= (Cia)v-av
Die exakte Losung ist

y(z)=ec, ceR?
Mit

(2 (A

erhalt man
—i i\ (e 0 i1
1 1 0 e —i 1
—ie' e i 1
et el — 1
1 ei:v_|_€—ix _Z'ei:r+l~€—ix
- E ieix_ie—ix eix+e—i$
B cosr Sinx
N —sinz cosr /°
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet damit
B cosr Sinx c1
¥y = —Sinz cosz )

B ¢1COSz + c2SINx
—c1Sine +cpcose /-

explAzxr) =

NI NI

Betrachten wir nun verschiedene Randbedingungen.

1. (1,0)y(0) =0und(1,0)y(w/2) = 1:
Es folgt

(1,0)(2) =1 =0

und
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Damit erhalten wir die eindeutige L6sung

sinx
y= < cosz ) '
2. (1,0)y(0) =0und(1,0)y(mw) = 1:
Es folgt

Das ist ein Widerspruch. Es existiert keine Losung dieses RWP.

3. (1,0)y(0) =0und(1,0)y(x) =O:
Es folgt

(Lm<z;):cf:o

und

(Lm(:g>:—q:0

In diesem Falle ist, beliebig wahlbar. Es existieren unendlich viele Losungen
_( casinx
~ \ cpcosz /)
@

Unter starken Voraussetzungen lasst sich ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz for-
mulieren.

7.2. Satz:Fur das RWPy' = f(z,y), r(y(a),y(b)) = o gelte
1. f und £ f sind stetig auf dem Streifef= [a,b] x R".
2. Es existiert eine FunktioA” € C'[a, b] mit

H%f(a:,y) S K(z) furalle (z,y)e€sS.
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3. Die Matrix

0 0
P(u,v) = a—ur(u, v)+ 8—vr(u, V)

besitzt fur alleu,v € R" eine Darstellung der Form
P(u,v) = Po(I+M(u,v))
mit einer konstanten regularen Matri®y und einer MatrixM (u,v), fur die

0
8—vr(u,v)

HPa1 m

und
| M (u,v)|| = p

fur alle u,v € R" mit Konstantenn < co undu < 1 gilt.
4. Es existiert eine ZaM mit0 < A < 1— u, so dass

/bK(t)dt< In (1+%> :

Dann besitzt das obige RWP genau eine Losyfg.

Wie das Beispiel zeigte, sind die Voraussetzungen dieses Satzes schon fir einfache
Falle nicht erfullt.

7.2. Das einfache Schiel3verfahren

Wir wollen das RWP
Y =f(z.y), r(yla),yd)=o

I6sen. Dazu wenden wir die folgende Idee an. Wir betrachten das AWP
y' = f(z,y), yla)=s

mit dem frei wéahlbaren ParameterEs seiy(z; s) die exakte Loésung dieses AWP.
An der Steller = b hat diese Losung dann den Wei(th; s). Damit die Losung des
AWP fir ein gewisses auch Losung des RWP ist, muss

r(y(a,s),y(b,s)) =r(s,y(b,s)) =o
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gelten. Wir versuchen, den Parameteso zu bestimmen, dass die Losup@r; s)
des AWP auch die Randbedingungen erfullt. Diese Vorgehensweise wird als einfa-
ches Schiel3verfahren bezeichnet.

7.3. Einfaches Schiel3verfahren zum Lésen von RWP:
Gegeben sei das RWP

Yy =f(zy), r(y(a),yd)=o.
SO Bestimme den Parameterso, dass die Losung(z; s) des AWP
y' =f(r,y), yla)=s
die Randbedingungen
r(y(a;s),y(b;s)) =r(s,y(b;s)) = o.
erfallt.,
Wir haben ein nichtlineares Gleichungssystem
F(s)=r(s,y(bis))=o

zu losen. Dazu ist prinzipiell jedes Verfahren anwendbar, das zum Berechnen von
Nullstellen fur Funktionen geeignet ist. Die Schwierigkeit besteht darin, dass bei
jeder Funktionswertberechnung vénein AWP zu lésen ist. Im eindimensionalen
Fall

Y [a,b]—>R

lassen sich die Methoden aus Kapitel 5 anwenden, um eine Nullstelle der entspre-
chenden nichtlinearen Gleichuy s) = r(s,y(b; s)) = 0 zu berechnen. Die einfach-
ste Moglichkeit ware, das Bisektionsverfahren anzuwenden.

7.4. Bisektionsverfahren zum Losen eindimensionaler RWP:
Gegeben sei das RWP

v =f(zy), r(yla)y®)=0.
Flr einen gewissen Parameteseiy(z; s) die Losung des AWP
y' = f(z,y), yla)=s.
Weiterhin sei eine Funktioh’ gemalf
F(s)=r(s,y(b;s))
definiert. Gegeben seien Wekigundtg mit
F(s0)F(tg) <O.
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SO Setze: = 0.
S1 Setze: = (s + t;) /2 und berechne die Losung des AWP

y/:f(may)v y<a):C

an der Steller = b.
S2 Berechnel = F(c).

S3 For
> 0 spr1=c¢, tpr1="1,
d-F(sg)s = 0 s*=¢, STOPR
< 0 spr1=sk, tpr1=c

S4 Setzek = k+ 1 und gehe zu Schri§l

Um schnellere Konvergenz zu erhalten, verwendet man dagmdN-Verfahren:

_ F(s)
Sk+1— Sk — F/(Sk> .

Dazu ist aber die Kenntnis der ersten Ableitung ¥oiB) = r(s,y(b; s)) notwendig.
Es qgilt

d d

F'(s) = —r(s,y(b;9)) = ru(s,y(b;s)) +ro(s,y(b;9)) 7y (b;s)-

Die Ableitung %y(b;s) wird aus einem weiteren AWP berechnet. Durch formale
Integration erhalt man aus dem AWP

v =f(2,5), yla)=s
mit der exakten Losung(z; s)

X

/y'(t;s)dt:/xf(t,y(t;s))dt,

a

y(wis) —ylais) = [ F(ty(ts)d,

y(ais) = s+ [ fltyts)d,
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B "o )
Sov@s) =1t [ S fy(tis) So(tis) .

Es sei nun fir festes
o) = Ly(z:s),

0s
also

o) =1+ [yttt

worausv’ = f,(z,y(z;s))v, wv(a)= 1 folgt. Damit ergibt sich der folgende Algo-
rithmus.

7.5. Newton-Verfahren zum Ldésen von eindimensionalen RWP:
S0 Wahlesg und setzé: = 0.

S1 Berechne simultan die Losungg(b; s;.) undv(b; s;) der AWP
/
Y :f<may)7 y(&):Sk

o' = fylw,y)v, v(a)=1
an der Steller = b.
S2 Berechnef'(si) = r(sk, y(b;sk))-
S3 Berechne

F'(s) = ru(sk,y (b sk)) + 7o (st y (05 51) )o(b; sp).
S4 Berechne
Fse)
F'(sg)
Setzé: = k£ + 1 und gehe zu Schrigl

Wegen der partiellen Ableitung vofinachy ist das zusatzliche AWP im allgemei-
nen wesentlich komplizierter. Damit wird die Anwendung desANON-Verfahrens
aufwendig. Um das L6sen dieses komplizierten AWP zu vermeiden, wendet man ein
Quasi-NewTOoN-Verfahren an. Hier wird®”’(s) durch einen Differenzenquotienten
o\ F(s+As)—F(s)

Fis)~ As
approximiert. Zum Berechnen dieses Differenzenquotienten ist ein weiteres AWP

mit der Anfangsbedingung(a) = s+ As zu l6sen. In diesem Falle erhalten wir
folgendes Verfahren.

Sk+1= Sk —
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7.6. Quasi-Newton-Verfahren zum Ldsen von eindimensionalen RWP:
S0 Wahlesg und setzé = 0.

S1 Berechne die Losung(b; si.) des AWP
y' = f(z,y), yla)=s;
an der Steller = b.
S2 Wahle einAs; und berechne die Losungb; si. + Asy) des AWP
y' = f(z,y), y(a)=sp+Dsy
an der Steller = b.
S3 Berechnef'(s;) = r(sg,y(b; sx)) und
F(s+0sg) = r(sp+Dsg,y(b; s, +Dsy)).

S4 Berechne

F(sp +Asy) — F(sy
D, i) = A =),

S5 Berechne

IR A GO
k+1 k DAskF(Sk)

S6 Setzek = k+ 1 und gehe zu Schri§l

Die Konvergenz des Verfahrens hangt dabei stark von der Wallhgeab. Wahlt
manAs;, zu grol3, so isDag, F'(si) eine schlechte Approximation fiif’ (s ) und die
Iteration konvergiert wesentlich schlechter als dasMvoN-Verfahren. Wahlt man

Asy, zu Klein, so giltF'(s;, +Asy,) ~ F(s;) und beim Berechnen vabDag, F(sy) tritt
Ausléschung auf, was zu grol3en Fehlern in der Losung fihrt.

Man hat folglich, um mit diesem Verfahren gute Resultate zu erzielen, zum einen
in jedem SchritiAs;, verntinftig wahlen, und zum anderen die AWP zum Berechnen
von F'(s, + Asg) und F'(s;.) genau losen. (Der relative Fehler véiis; + Asy) und

F'(sy) sollte nur in der GréRenordnung von eps liegen.) Diese Genauigkeit lasst sich
mit Extrapolationsverfahren erreichen. Als verniunftige Wahl &ep hat sich

Asy. = \/€psSsy

erwiesen. Hier wird erreicht, dass sich bei der DifferenzbildBig, +As;. ) — F(s)
ungefahr die Halfte der Mantissenstellen ausldscht.
Betrachten wir nun noch den allgemeinen Fall:

y' =f(zy), ryla)yb)=o0
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mit
y  |a,b] > R"
f : [a, b xR" — R"
r : R"xR" —R"

In diesem Falle ist das nichtlineare Gleichungssystem
F(s)=r(s,y(bs))=o

zu l6sen. Man wendet dazu das allgemeirmANON-Verfahren

glk+1) — (k) _ [F’(s(k))} F(s™)
an. Hierbei bezeichndt’ die JAcoBi-Matrix von F:

F'(s) =ru(s,y(bis)) +ro(s,y(b;s))ys(b; s)

mit
ro(u,v) = (%Z;v)),

ys(b;s) = <%8b]8)> = Z(b;s).

Z (b; s) ergibt sich fur festes wieder als Losung eines zusatzlichen AWP
Z'(z;8) = fy(v.y(x;s), Z(a;s)=1.

Dies ist ein Differentialgleichungssystem der DimensidhDas Losen dieses kom-
plizierten Differentialgleichungssystems wird umgangen, indem &Yagurch Dif-
ferenzenquotienten approximiert

F'(s) = DpgF(s) = (Dps, F(8), Dps,F(8),...,Dps, F(8))
mit
F<Slu ey 8i—1, 54 +A8i7 Si+1y- -+ Sn) - F(S)

Dps, F(s) = A ., 1=1...,n.
2

Zum Berechnen von Approximationen der partiellen Ableitungen ist jeweils wieder
ein zusatzliches AWP zu l6sen. Wir erhalten damit das folgende Verfahren.
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7.7. Quasi-Newton-Verfahren zum Ldsen von allgemeinen RWP:
S0 Wahles© und setzé: = 0.

S1 Berechne die Losung(b; s*)) des AWP

y'=fr.y), ya)=s"

an der Steller = b.
S2 Wabhle ein

As®) = (ns{?) asi)T

und berechne flir=1,...,n die Losungen
y D =y(brs®) +as"e;)

der AWP
y'=Fey), yla)=s"+a5e

an der Steller = b.
S3 Berechne

P (s9) = (s y (155)

undfari=1,...,n
F (s(k) —|—A3,§k)ei> =7r (s(k) —|—A5§k)ei,y(i)) .

S4 Berechneflii =1,...,n

D, wF(s") =

S5 Setze

Dy F(s) = <D F(s™)y, ... ,DAS(k)F(s(k>)) ,

As(lk)
S6 Lose das lineare Gleichungssystem

Dy F(s)d®) = F(s),
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S7 Setzesk+1) = g(k) _ g(k),
S8 Setzeé: = k+ 1 und gehe zu Schrigl

Pro Schritt sind hien + 1 AWP zu l6sen. Die Konvergenz des Verfahrens ist lokal

und hangt von der Wahl des Startwer#® und von der Wahl der Gr('jBemsZ(.k),
i=1,...,n, ab. Praktisch wendet man besser ein modifiziertes/NoN-Verfahren
an, bei dem Schrit66durch

S6’ Wahle eine Schrittweita;, und setze
s+ — g(k) _ ), d(F)
ersetzt wird. Durch geschickte Wahl der Schrittweitererreicht man eine bessere

Konvergenz.
Fur lineare RWP

y =T(z)y+g(zx), Ay(a)+By)=c

lasst sich zeigen, dass das obige Verfahren bei beliebigem Anfangs®énteinem
Schritt die Losung liefert.

Probleme beim einfachen Schiel3verfahren
Zum Losen des RWP

y' = f(z,y), r(yla),yb)=o

wird beim einfachen Schiel3verfahren ein Wedo bestimmt, dass die Losung des
AWP

y/:f($7y)7 y<a’):S

auch die Randbedingungen erflllt. Eigentlich interessieren uns aber die Werte der
Losungy(x) des RWP im vorgegebenen Interviallb]. Prinzipiell sind Werte dieser
Ldsung berechnenbar, indem das AWP

y/:f(xvy)7 y(a):S

naherungsweise fir verschiedener [a,b] geldst wird. Hierbei tritt aber ein Pro-
blem auf. Nach Safz .3 hangt die Losung eines AWP gemal3

ly(x;81) —y(x;82)|| = ||s1— SzHeL|x—a|
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von den Anfangswerten ab. Das bedeutet aber, dass auch bei genauer Bestimmung
des Anfangswertes, flr den die Losung des entsprechenden AWP auch die Randbe-
dingung erfullt, die Losung (z; s) beliebig stark von der exakten Lésung des RWP
abweicht (falls nur der Termall—¢l hinreichend groR ist). Das einfache Berechnen
eines geeigneten Startwertegentigt daher nicht, um die Losung eines RWP mit
hinreichender Genauigkeit zu berechnen.

7.8. Beispiel:Wir betrachten das RWP
Y1 = Y2 , (0 = 1,
y, = 11041 +vy2 , y1(10) = 1
und dazu das AWP

v = y2 , (0 = 1,
v = 110n+vy2 , 3200 = s.

Die allgemeine L6ésung dieses AWP lautet
11—8 —10z 10"‘5 11z

yi(r;s) = —21 e e
10+ s

CN —100 Al
y2(x;s) = 10721 +11——— 51

Beim einfachen SchieBverfahren mif3te der ParametierGleichungy;(10;s) =1
erfullen. Es ergibt sich
11—5 —100 10+S 110
1 ¢ T ¢
und daraus

=1

1—6_100

_ —47
5= —10+ 2175~ ~10+35-10 %"~ 10

— €
Beim L6sen dieses Problems auf einem realen Rechner darf man hochstens erwarten,
dasss mit relativer Maschinengenauigkeit berechnet wird. Man erhéalt eine Naherung
5= —10(1+¢) mit |¢| = eps. Schon fiir einen Fehlee= —10~1° erhalt man aber

y1(10;5) ~ 2.8-10%".

Selbst beim Berechnen vonmit voller Maschinengenauigkeit weichen die damit
berechneten Losungen des AWP stark von der exakten Losung des RWP a®.

Aus der Abschatzung

ly(x;81) —y(x;82)|| = ||s1— 82H6L|9§—a|

folgt aber auch, dass man den Einfluss der ungenauen Anfangsbedingungen durch
Verkleinern des Intervall§:, z| beliebig verkleinert. Das fuhrt auf die Mehrzielme-
thode.
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7.3. Die Mehrzielmethode

Zum Losen des RWP

y' = f(z,y), r(yla),yb)=o

gehen wir folgendermal3en vor:

Es sei, : {zx1,22,...,xm} Mita =21 < 22 < --- < x,, = b eine Unterteilung des
Intervalls[a,b]. Wir wéhlen zu jedem;,i = 1,...,m — 1, einen Anfangswes; und
l6sen die AWP

y/:f(xay)v y(xi)zsip 221,,m—1

Es seiy(z;z;, s;) die Losungsfunktion, die wir fir das Intervalt;, z;, 1) erhalten.

Sind wir nun in der Lage, die Anfangswerte so zu wahlen, dass die aus den Funk-
tioneny(x;x;,s;) stickweise zusammengesetzte Funktion stetig ist und noch die
Randbedingungen erflllt, so akzeptieren wir diese Funktion als Lésungsfunktion.
Esseialsa = (sf,...,s7)T und

m

y(ac;s):{ y(r;zis;) fur z€lr;,xi1), i=1,....m—1

Sm fur z=xa, =0.

Die Stetigkeitsforderung ai(z; s) und die zu erfullenden Randbedingungen fihren
auf ein nichtlineares Gleichungssystem fir die Paramaten, .. ., s,:

F1(s1,s2) y(x2;21,81) — 82
F(s2,83) y(x3;2282) — 83

F(s)= : = : =o0.
Fm—l(sm—lasm) y(xm;$m—la Sm—l) —Sm
Fm(Sl,Sm) r(81;3m>

Zum Losen wird wieder ein BwTON-Verfahren der Form
S(h+D) _ (k) [ Ff(8<k>)} T E(s™)

oder ein modifiziertes EwToN-Verfahren
sk — g(k) _ ), [F’(s(k))} F(s®)

angewendet. Man beachte, dass slie/ektoren aus deniR” sind. Die Gleichung
F(s) = o stellt damit ein nichtlineares Gleichungssystemmitn Gleichungen fur
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n-m Variable dar. Fir dieAtoBI-Matrix F’(s) erhalt man

(GL-I O - O 0 O
O G, -IT - O O O

O 0 Gs . O O O

Fl(s)=| : . '
O 0 O Gno -I O

O 0 O O Gy —I

\A O O O O B

mit

- (540). a-(m) a- ()

Man ersetzt wieder die Differentialquotienten durch entsprechende Differenzenquo-
tienten. Zu deren Berechnung ist wieder das Losen von weiteren 1)n AWP
notwendig.

Die Berechnung von

F(s0)] TR,
das bedeutet das Lésen des linearen Gleichungssystems
F'(s")d = F(s™),

l&sst sich wegen der speziellen Struktur derdsi-Matrix auf die Behandlung von
mehreren linearen Gleichungssystemen geringerer Dimension zuruckfuhren.

Die Voraussetzungen an die Durchfiihrbarkeit der Mehrzielmethode sind bedeutend
schwacher als die Voraussetzungen an die Durchfihrbarkeit des einfachen Schiel3-
verfahrens. Besonders die Glte der Startwerte spielt bei der Mehrzielmethode eine
geringere Rolle als beim einfachen Schiel3verfahren.

7.4. Differenzenverfahren

Eine weitere Mdglichkeit Verfahren zum Lésen von RWP zu gewinnen, besteht dar-
in, die in der Differentialgleichung auftretenden Differentialquotienten durch Diffe-
renzenguotienten zu ersetzen. Wir erlautern das Vorgehen am Beispiel des folgenden
linearen RWP 2.0rdnung mit linearen separierten Randbedingungen.

—y" +p(@)y +q(x)y = g(x), z€lab],
aqy(a) + azy'(a) o,
Bry(b)+ B2y’ (b) = Po.
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Weiterhin nehmen wir an, dagsc C%[a, 0] gilt.
Nun ersetzen wir in geeigneter Weigéund ' durch Differenzenquotienten. Dazu
verwenden wir eine aquidistante Unterteilung des Interyalls:

b—a

ri=a+th, h= N

Wir ersetzen)” (x;) durch

y(wiy1) —2y(xi) +y(wi1)
h? ’

undy’(x;) durch

y(@iv1) —y(ri1)
2h ’

Durch TAYLOR-Entwicklung vony bestatigt man leicht, dass

i=1..  N—1

Yir1— 2y i1
y" (z;) = 25 hZZ +0(h?)

und

1o\ Y+l —Yi—1 2
gilt. (Dabei isty; = y(x;) furi=0,1,..., N.) Setzen wir dies in die Differentialglei-
chung ein, so erhalten wir

Vi1 — i Y () YL i
h2 PR2n

In den Randbedingungen dirfen wir die ersten Ableitungen nicht durch zentrale Dif-

ferenzenquotienten ersetzen. Wir verwenden hier einfache Differenzenquotienten

+q(xi)yi = g(z)+O(h?),i=1,...,N—1.

y(w0) = y'(a) = 2L 0(n),

h
y(ex) = y(0) = F=SE 0.
Damit ergibt sich
Oélyo+042y1;yo = ap+O(h),

Bryn + ﬂz% = Go+O(h).
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Ersetzen wir nun dig; durch die Naherungen, und lassen die Restglieder in den
Gleichungen fort, so ergibt sich zur Bestimmung dedas folgende lineare Glei-

chungssystem (mit; = p(;), ¢i = q(:), g = g9(x1)).
(—az2+ha)no+azm = hao,

h h |
<—1—§pz‘> ni_1+<2+h2%’)77i+(—1+§pz’)m+1 _ hzgi,z:l,...,N—l,

—fonn—1+ (B2+hB1)nny = hbo.

In Matrixschreibweise erhalten wid (h)n = b(h) mit

(—Ozz—i—hozl a2 0 0 0 \
—1-4p1 2+4R2q —1+4p1 - 0 0
A(h) = 0 —1-L4py 2402 - 0 0
0 0 0 o 24 h2qn_1 —1+5pNa
\ 0 0 0 — 2 Bo+h }
und
70 hag
n1 h2g1
n=|\: , bh)=1:
NN-1 h2gN_1
NN hGo

Wir erhalten genau dann eine eindeutige LosgngennA(h) regulér ist. Die Regu-
laritét von A(h) ist natdrlich in jedem Falle gesondert nachzuprifen. Fur bestimmte
Parameterkombinationen lassen sich Aussagen Uber die Regularité(¥9rma-
chen. Es gilt der folgende Satz (ohne Beweis).

7.9. Satz:Fur das RWP

—y" +p@)y +q(@)y = g(x), z€lab],
oqy(a)+agy'(a) = ao,
Bry(b)+ B2y’ (b) = fo

gelte

1. a1 >0,a2=0, 51 >0und3, 20,
2. q(z) 2 0fur alle z € [a,].
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Dann ist die MatrixA (k) regulér fur alle Schrittweiterh mit
2

Osh<ho= SUR, o, P(7)

Die Matrix A(h) wird fur kleinesh (grof3esV) fast singular sein, so dass das nume-
rische Losen des Gleichungssystetsi)n = b(h) schwierig ist.

Fur die Gute der Naherungen lasst sich im Falle= 5, = 0 undp(x) = 0 die fol-
gende Aussage machen.

7.10. Satz.Das RWP

~y"+q(x)y = g(z), x¢€]la,b],
(CL) = ap,
y(b) = bo
mit ¢(z) Z Ofiir alle z € [a,b] habe eine Lésung € C*[a,b]. Es seieny¥| = M fiir

alle x € [a,b] und n die mit dem Differenzenverfahren erzeugte Naherungslosung.
Dann gilt

<

2
i) = 1| £ (i — )b — ).

Fur dieses spezielle RWP erhalten wir so ein Verfahren 2. Ordnung.

Das obige Differenzenverfahren ist auch zur Behandlung von nichtlinearen RWP an-
wendbar. Dann erhalt man jedoch zum Berechnen der Naheruggen ny nicht-

lineare Gleichungssysteme, die selbst mit Hilfe von Iterationsverfahren nur nahe-
rungsweise losbar sind. Um mit Differenzenverfahren hohe Genauigkeiten zu erzie-
len, ist die Schrittweité: klein zu wahlen. Das flihrt aber auf grol3e Gleichungssy-
steme, die eventuell noch schlecht konditioniert sind. Differenzenverfahren spielen
deshalb nur bei geringen Genauigkeitsanforderungen eine Rolle. Bei hohen Genau-
igkeitsanforderungen sollte man besser die Mehrzielmethode anwenden.

7.5. Aufgaben

1. Man l6se das Randwertproblem
y'—ay'+y=1  welad  y(0)=y'(1)=1

numerisch mit einem Differenzenverfahren. Als Schrittweite wahle man
0,2. AnschlieRend bestimme man die exakte Losung und vergleiche mit den
erhaltenen Naherungen.
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Kapitel 8

Lineare Gleichungssysteme

8.1. Allgemeine Grundlagen und Stoérungstheorie

Wir betrachten in diesem Kapitel lineare Gleichungssysteme

a11r1+a1px2+ - +aypr, = b1,
a21r1+azpxp+ - +azpry, = by,
121+ ap2r2 4+ appnTy = by,

oder in Matrixschreibweise

Ax =0
mit
a1 a2 - a1y b1 r1
A | 02 22 a2 . b.z Ce= T2 | g
anl Ap2 - Qnn by, In

Bevor wir uns mit der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen und Genauigkeits-
fragen beschaftigen, sind noch einige Begriffe bereitzustellen.

8.1.1. Vektor- und Matrixnormen
Eine Abbildung

lof:R" —Ry={aeR|az0}
heil3tVektornorm , falls sie folgende Bedingungen erfillt.

77
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1. [|z|| 20, |z|=0<= x=o0.
2. Fur allea € R und allex € R" gilt ||ax| = |af ||z
3. Fur allex,y € R" gilt die Dreiecksungleichunfjz + y|| = ||z| + | y||-

Bemerkung: Die Dreiecksungleichung ist aquivalent zur Ungleichung

lz =yl = [l = llyll]-

Beispiele flr Vektornormen
e Euklidische Norm:
n
Izllz=VaTe =, /5 2
=

e Betragssummennorm:

n
=Y |uil
1=

¢ Maximumnorm:;

|l = max [

—dy..e

e p-Norm:

n
lel,= ¢/ S il
1=

In den folgenden Bildern sind die sogenannten Einheitsspharen, die Mengen
{zeR"| |lz| =1},

im R? dargestellt.

A A A

lzfl2=1 2] =1 lz)i=1
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Zwischen den Vektornormen gibt es gewisse Beziehungen. Die wichtigste kommt in
folgendem Satz zum Ausdruck.

8.1. Satz:Alle Vektornormen inR"” sind in folgendem Sinne aquivalent:
Fur je zwei Normer| o ||V und || o ||(?) gibt es Konstanted/ = m > 0, so dass fiir
allex ¢ R"

m|a]? = [lz| Y = M|

gilt.

So gilt zum Beispiel

Zlloo = =zl = volzlw
Fllla =zl = =,
lelloe = flzlla = nfz]o.

Auch fir Matrizen lassen sich Normen einfihren. Eine Abbildung
ol : R™ " — R,
heil3t(m,n)-Matrixnorm , falls sie folgende Bedingungen erfillt:
1. |A||=0<= A=0.
2. Fur allea € R und alle(m,n)-Matrizen A gilt

[l Al = |af [ A]l.

3. Fur alle(m,n)-Matrizen A, B gilt die Dreiecksungleichung

|A+B| = |All+B].

Bemerkung: Die Dreiecksungleichung lasst sich wieder durch
lA-B| = |[|A] - [IB]l

ersetzen.

Bei Fehlerabschéatzungen fur lineare Gleichungssysteme treten oft Matrix- und Vek-
tornormen gemeinsam auf. Hier ist darauf zu achten, dass die verwendeten Normen
in gewisser Weise vertraglich sind. Diese Eigenschaft wird in der folgenden Defini-
tion genauer beschrieben.
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Eine (m,n)-Matrixnorm|| o || heiRRt mit den Vektornormefo ||™) auf demR" und
| o || auf demR™ vertraglich, falls fir allezz € R” und alle(m, n)-Matrizen A

| Az||" = Al [l
gilt.
Die (n,n)-Matrixnorm || o || heil3tsubmultiplikativ , falls fur alle (n,n)-Matrizen
A B
IAB| = ||A]- B
gilt. Auch fiir Matrixnormen gilt ein zu Safz 8.1 analoger Satz.

8.2. Satz:Alle (m,n)-Matrixnormen sind in folgendem Sinne aquivalent:

Fiir je zwei Normerj o | und || o ||(?) gibt es Konstantei = [ > 0, so dass fiir alle
(m,n)-Matrizen A

AP =jlAa® = zjjA)@
gilt.

Beispiele flr Matrixnormen

e Zeilensummennorm:

n
Allso = max "l
| 4llc = max 3 Jal

e Spaltensummennorm:

e FROBENIUSNoOrm:

Al =[5 5
=1/=1

¢ Maximumnorm:

|Allar = max  max [a;].

—d,.. — L,y
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Die Zeilensummennorm, die Spaltensummennorm und desENIUSNorm sind

fur quadratische Matrizen submultiplikativ. Die Zeilensummennorm ist mit der Ma-
ximumnorm fur Vektoren vertraglich, die Spaltensummennorm ist mit der Betrags-
norm fir Vektoren vertraglich, und dieR®BENIUSNorm ist mit der euklidischen
Vektornorm vertraglich.

Unter allen(n, n)-Matrixnormen, die mit einer gegebenen Vektorndym| auf dem

R" vertraglich sind, gibt es genau eine, die dieser Vektornorm besonders gut ange-
passt ist. Die Matrixnorm

A
lub(A) = maxAZl _ 4, e Ay
vl e I
xF£0

heil3tMatrixgrenznorm Hoder kurz Grenznorm zur Vektornoriw ||. Die besonde-
re Eigenschaft von Grenznormen kommt in folgendem Satz zum Ausdruck.

8.3. Satz:Es sei|| o || eine beliebigén,n)-Matrixnorm, die mit der Vektornorro ||
auf demR" vertraglich ist. Mit der zugehdérigen Matrixgrenznorm gilt dann fir alle
(n,n)-Matrizen A

lub(A) = || A].

Der Beweis folgt sofort aus der Definition der Matrixgrenznorm.
Weiterhin ist jede Matrixgrenznorm submultiplikativ und es gilt(@ib= 1.

Geometrische Interpretation der Matrixgrenznorm

Es seip die durch die MatrixA vermittelte lineare Abbildung deR" in sich. Wir
betrachten nun das Bild einer Einheitssphare:

Q={zcR"|||lz| =1}
und

p(Q)={Ax |zc€Q}.
Dann folgt

lub(A) = max )
(4)= max {llyll}

Die Grof3e lulpA) stellt die groRte ,Verzerrung“ eines Bildpunktes gegeniiber dem
Originalpunkt dar.

1Die Bezeichnung lub ist die Abkiirzung véowestupperbound.
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8.4. Beispiel:Wir betrachten die Matrix

1 2
A_<42>
Im Bild sind die Einheitsspharen und ihre Bilder fur die Maximumnorm und die
Betragssummennorm dargestellt.

(@)oo =6
[p(@)]1=5

8|

|0 =1 |l =1 .
Zu den wichtigsten Vektornormen erhalt man die folgenden Grenznormen.
e Betragssummennorm:
| Az1 -
Al|l1 =lubi(A) = max = max agql.
4 SR P
Das ist die Spaltensummennorm.
e Maximumnorm:
| Az | o c
Al|loo = luby(A) = max = max g
|| HOO OO( ) P HwHOO i:l,...7nkzl‘alk|
Das ist die Zeilensummennorm.
e Euklidische Norm:
A Ax)T(A
1A= luby(A) = maxIAZl2 _ o V(A)T (Ax) — Amac(AT 4).
zto |lzl2  ato xlx
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Das ist die Spektralnorm\,,..(A’ A) bezeichnet dabei den gréRten Eigen-
wert der Matrix AT A. Die Spektralnorm einer Matrix darf nicht mit dem
Spektralradius verwechselt werden. Dieser ist der Betrag des betragsgrofdten
Eigenwertes vo:

o(A) = max {|Xi(A)[}.

i=1,....n

8.1.2. Ordnungen und Betrage

Die in Abschnit{ 8.1.1. eingeflihrten Normen werden dazu verwendet, Vektoren und
Matrizen in ihrer Gesamtheit miteinander zu vergleichen. Oft bendtigt man aber
auch elementweise Abschatzungen. Dazu fihren wir eine nattrliche Halbordnung
fr Vektoren aus denR™ und fur (m,n)-Matrizen ein. Fur je zwei Vektorem, y €

R" gilt = =y genau dann, wenm; < y; fur i = 1,...,n gilt. Fir je zwei(m,n)-
Matrizen A, B gilt A = B genau dann, wenn;; =b;; fur ¢ =1,...,m und j =
1,....n gilt. Die so eingefuihrte Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Aber
es gibt Vektoren (Matrizen) fur die weder= y (A = B) nochy = x (B = A) gilt.
Weiterhin fihren wir Betragsvektoren und Betragsmatrizen einaF€iR" sei

|71

|z2]
x| = )
‘xn|

Fir eine(m,n)-Matrix A sei

la11] |a12] ... a1
Al = |a:21\ |a:22| \a?n|
’aml’ ‘amZ‘ |amn‘

Offensichtlich gilt fur allex,y € R"
o |z|=0<=x=o0.
o |ax|=|a||x| furallea € R.
o [z+y|=|z[+]yl.

Achtung:| o | ist trotzdem keine Norm, denj | : R” — R",
Fir beliebigg(m,n)-Matrizen A, B und (n,p)-MatrizenC qgilt

e |[A|=0«<= A=0.
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o |aA|=|a||A|furallea €R.
e |[A+B|=|A|+|Bj|.
e |AC| = |A||C).
Insbesondere gilt fur allen, n)-Matrizen A und alle Vektorene € R"
|A| < |Al|a|.

Die Ordnungsrelationen und Betrage sind mit den Vektornorimsp, in folgendem
Sinne vertraglich.

(*) Fur alle Vektorenz € R" gilt || |z| ||, = |||,
(**) Far alle Vektorenz,y € R" gilt

| = |yl = [z, = [yl

Eine Norm mit der Eigenschaft (*) hei@bsolut

Eine Norm mit der Eigenschaft (**) heilfhonoton. Die Vektornormen| o |, sind
absolut und monoton. Bei den Matrixnormen sind die Norré|1, || Al und

| A || absolut und monoton. Die SpektralnofiA ||, ist weder absolut noch mono-
ton. Es qilt jedoch

A2 ||| A]]l2
und
|A| = |B| = |||A[ll2= || |B] ||2-

Die Spektralnorm besitzt dafur (genau wie die Euklidische Vektornorm) eine andere
wichtige Eigenschatft:

Fir eine beliebigém,n)-Matrix A und beliebige orthogonalen,m)-
MatrizenU und (n,n)-MatrizenV gilt

[UAV |2 = || All2.

Wir werden im weiteren nur submultiplikative Matrixnormen verwenden. Im we-
sentlichen werden das die NormgA||1, || A||2, [|A||~ und||A| z sein.
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8.1.3. Spezielle Transformationsmatrizen

Bei der Entwicklung von Verfahren zum L&sen von linearen Gleichungssystemen
werden wir verschiedene Transformationsmatrizen verwenden. Die wichtigsten von
ihnen mit inren speziellen Eigenschaften wollen wir in diesem Abschnitt angeben.

Nichtorthogonale Transformationen

Eine (n,n)-Matrix M det Form
M = M(m)=1I+mel

mit m € R” unde’ m = 0 heiRtNT-Matrix ﬁ Eine(n,n)-Matrix L der Form
L=L,1)=1+lel

mit I € R" und elTl =0furi=1,...,k heiBtLNT-Matrix ﬁ Eine NT-Matrix hat
damit folgendes Aussehen:

(v om )

1 mpa
M(m) = 1

miy1 1
0 .

\ w1

Eine LNT-Matrix hat dagegen das Aussehen:

[t )

\ ln Y
Bemerkung: Eine Matrix der Forml+me£ mit beliebigem Vektomm € R" heil3t

FROBENIUSMatrix .
Fur NT-Matrizen und damit auch fir LNT-Matrizen gilt der folgende Satz.

2Abkirzung furnichtorthogonalél ransformationsmatrix
3Abkiirzung fiirlower triangular NT-Matrix
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8.5. Satz:Jede NT-MatrixM . (m) ist regular, und es gilt

M (m) ™t = My(-m).
Beweis:

My(m)My(—m) = (I+mey)(I—mey)

= I+ me% — me{ — me;‘gme%

= I—(elm)mel =1.
*

Die Inverse einer NT-Matrix ist wieder eine NT-Matrix. Speziell ist die Inverse einer
LNT-Matrix wieder eine LNT-Matrix.

Eine (n,n)-Matrix L mit [;; = 0 fUri < j hei8tuntere Dreiecksmatrix. Gilt zusétz-
lichl; =1fur:=1,...,n, so heil3t die Matriuntere Einsdreiecksmatrix.

Diese Matrizen haben daher folgende Struktur:

l11
lor 2 (0
L=| P
ln—11 ln-12 -+ lp—1n-1
ln,l ln,2 T ln,n—l lnn
bzw.
1
lo1 1 O
L=| P
ln-11 lp-12 -+ 1
ln,l ln,2 T ln,n—l 1

Eine(n,n)-Matrix U mit u;; = 0 flri > j heiBtobere Dreiecksmatrix Gilt zuséatz-
lichu; =1furi=1,...,n, so heil3t die Matrixobere Einsdreiecksmatrix
Eine obere Dreiecksmatrix hat folgende Struktur

u1l1 w12 -t Ulnp-1 Uln
uz2 -+ U2np-1 U2n
U= : :
O Up—-1n—-1 Un—1n

Unn
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Orthogonale Transformationen

Als orthogonale Transformationsmatrizen werden uns Tauschmatrizen und Permuta-
tionsmatrizen begegnen. Eife, n)-Tauschmatrix T, ist eine Matrix der Form

Ty, = (€1,...,€p-1,€4,€p1,---,€4-1,€p,€441,---,€n)
7
e

( _1 (1 \

O

N

e 1 ' 1
A 0 1 e Zeile

0

’Bmﬂ

+

=
[EEN

“Q"ﬂ...
-

Q)
[REN

N
=
o

g-te Zeile

~.0

€41

)N 1/

Multipliziert man eine(n,n)-Matrix A von links mit einer Tauschmatrif’,,;, so
erhalt man eindn,n)-Matrix A, bei der gegenubeA die p-te undg-te Zeile ver-
tauscht sind. Multiplikation der MatriXd von rechts mit der Tauschmatrik,, be-
wirkt einen entsprechenden Spaltentausch. Hat die Matrdie Zeilenz?f, 4

bzw. die Spalter,, ..., s,, so ergibt sich
()

o |
T
q

Q
+

TN

N

@N
T
=

quA — : ) Aqu — (Sl,...,Sp_l,Sq,Sp+17...78q_1, Sp’Sq_i_l,...’Sn) .

N
S

N @Nﬂ
(BN

1

)

Eine (n,n)-Matrix P der Form

W\
2
_|_

P = (ell,elz, ... ,eln) ,
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wobei{l1,l2,...,l,} eine Permutation der Zahldii,2,...,n} ist, nennt marPer-
mutationsmatrix. Offenbar ist das Produkt beliebig vieler Tauschmatrizen gleicher
Dimension eine Permutationsmatrix. Umgekehrt lasst sich jede Permutationsmatrix
als Produkt von Tauschmatrizen darstellen. Tauschmatrizen sind daher spezielle Per-
mutationsmatrizen. Multipliziert man dementsprechend éine )-Matrix A von

links mit einer(n,n)-Permutationsmatri¥?, so erhalt man eine Matrid = P A,

deren Zeilen gegentibet entsprechen@® permutiert sind. Rechtsmultiplikation ei-

ner Matrix A bewirkt in analoger Weise eine Spaltenpermutation.

Es bleibt noch zu zeigen, dass Permutationsmatrizen orthogonal sind. Es gilt:

(PPT)” = eliele
]
= 0y
wegen; = [; <= ¢ = j. Damit folgt
PPT =1,

also die Orthogonalitat vor.

Bemerkung: Fir die Speicherung einén,n)-PermutationsmatrixP benétigt man
nur ein Feldp der Langen. Bewirkt die Permutationsmatri® bei einer Multiplika-
tion Px mit einem Vektorr € R" gerade den Tausch déten Komponente vow
auf die Positiorp;, so setzt mam(i) = p;.

Weitere orthogonale Transformationen sind die sogenannteBNS-Drehungen.
Eine (n,n)-Matrix G = G(c, s) der Form

(o \

O

c S p-te Zeile
: F+s2=1
—s c g-te Zeile

| ° Y

heil3t GVENS-Drehung oder GVENS-Matrix .
Eine GVENS-Matrix unterscheidet sich von der Einheitsmatrix nur in den Elementen
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(G)pps (G)pgs (G)gp und (G)4,. Die Orthogonalitat ist offensichtlich. Geometrisch
stellt die Transformation

x —y=Gplc,s)x

eine Drehung in defpq)-Ebene um den Winkel ¢ mit ¢ = cosp unds = siny dar.
Von grof3er Bedeutung sind auch di®@BISEHOLDER Spiegelungen.
Eine (n,n)-Matrix H = H(u) der Form

H=I-2uu’, weR" uvlu=1

heil3t HOUSEHOLDERSpiegelungoder HOuUseHOLDERMatrix . Offensichtlich ist
H symmetrisch. Auch die Orthogonalitat erkennt man leicht. Es gilt
HH" = HH = (I-2uu’)(I-2uu’)
= I-2uu’ —2uu’ +duv’wu’ =T —duu’ +dun’ =1.

Geometrisch lasst sich die Abbildung
r —y=H(u)x

als Spiegelung des Vektons an einer Ebene mit dem Normalenvekiordeuten.
Verzichtet man auf die Normierung’ w = 1, so stellt sich eine HUSEHOLDER
Matrix in der Form

’U’UT 'UT’U

H=T-—, y=—
/y ) /7 2

dar.

8.1.4. Eigenwerte und Singularwerte

Bekanntlich lassen sich fur quadratische Matrizen sogenannte Eigenwerte und Ei-
genvektoren definieren. Eine Zahk C hei3tEigenwert der (n,n)-Matrix A, falls
es einen Vektow € C", x # o, gibt, so dass

Ax = )\x

gilt. Jeder derartige Vekta heil3tEigenvektor zum Eigenwerf\. Eine notwendige
und hinreichende Bedingung dafir, dasBigenwert vonA ist, ist die Sakularglei-
chung

detA—\I)=0.



90 KAPITEL 8. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Das Polynom

p(p) = det(A — pl)

hei3tcharakteristisches Polynomder (n,n)-Matrix A. Es giltp € I,,. Die Eigen-
werte einer Matrix sind damit die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Im
allgemeinen sind die Eigenwerte und damit auch die Eigenvektoren einer beliebigen
reellen Matrix komplex. Es gilt aber der folgende Satz.

8.6. Satz:Die Eigenwerte einer symmetrischenn)-Matrix A sind samtlich reell.
Zu verschiedenen Eigenwerten gehdrende Eigenvektoren sind paarweise orthogonal.
Es existiert eine orthogonale:, n)-Matrix U, so dass

UTAU = A =diag\1,..., \,)

gilt. A1,..., A, sind dabei die Eigenwerte vod, die Spalten vol/ sind zugehdrige
normierte Eigenvektoren.

Eine Abschatzung der Eigenwerte einer Matrix liefert der folgende Satz.
8.7. Satz:Fur alle Eigenwerte\ einer (n,n)-Matrix A gilt
Al = lub(A)

beztglich einer beliebigen Matrixgrenznorm.

Beweis:Ist  # o Eigenvektor zum Eigenwel, so gilt Ax = Ax. Daraus folgt
[Allle]] = [l Az[| = lub(A) |||,
und nach Division durchz||
Al = lub(A).
*

Bemerkung: Ist || A|| eine Matrixnorm, die mit irgendeiner Vektornorm vertraglich
ist, so folgt aus diesem Satz und SatZ 8.3 sofgrE || A|| fur einen beliebigen Ei-
genwert\ von A.

Beliebige Matrizen lassen sich durch orthogonale Transformationen nicht diagonali-
sieren. Fur sie gilt aber der folgende Satz.

N
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8.8. Singularwertzerlegung: Zu jeder (m,n)-Matrix A gibt es eine orthogonale
(m,m)-Matrix U und eine orthogonalén,n)-Matrix V', so dass

UTAV =3 = diag(oy,...,07)

mit/ = min{m,n} undoy Z 02 = --- Z 0; Z 0gilt. Die Zahlenoy,...,0; sind eindeu-
tig bestimmt und heil3en Singularwerte der MatAx

Bemerkung: Die Matrix Z hat folgende Gestalt

o1 0
2 = 0 o | m>n=I
(0
o1 0
2 = O\, n>m=I
0 Om
o1 0
2 = , m=n=I
0 On

Beweis:Die (n,n)-Matrix AT A ist symmetrisch und wegen
xT AT Az = (Ax)T (Az) = ||Ax|520

positiv semidefinit. Nach Salz 8.6 existiert damit eine orthogofale)-Matrix V/,
so dass

VI(ATA)V =diag\y,...,\n) 2O
gilt. O.B.d.A. sei
/\12)\22 Z/\r>/\r+1:---:>\n:0

angenommen. Weiterhin sei

Dann gilt

AT ApU) = )\jv(j), j=1...,n,



92 KAPITEL 8. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

und damit
A= oD AT Apl) — |AvY)||3.

Es ist alsadv) £ o fur j =1,...,r und Av\Y) = o fir j = r+1,...,n. Wir defi-
nieren nun

aj:\/)Tj j=21...,r

und

Firi,7=1,...,r gilt dann

)T AT : ,
. u(j):v() A Av(ﬂ): A o
0;03; 003

1

’U<j) = 5U

Die Vektorenu@,... »(") sind paarweise orthogonal und auf 1 normiert. Durch
Hinzunahme weiterer Vektorea"*1 ... 4(™ sind sie zu einer orthonormierten
Basis deR" ergdnzt. Dann ist die Matrix

U = <u(1),...,u(m))
orthogonal, und es gilt

w® ) for j=1,..
(UTAV> ENOLYWONED I ST

Y 0 far j=r+1,....,n.
Setzen wir noclr, 1 =--- = 0; =0, so gilt
UTAV =3 =diagoy,...,0)).
%

Die Singularwerte einer Matrixd sind somit die Wurzeln aus den Eigenwerten der
Matrix AT A (oderAAT). Weiterhin gilt

o |Al2=01,

o |Allp=4/o2+- 02
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e rg(A)=r.

Fur den Zusammenhang zwischen Eigenwerten und Singulé&rwerten einer quadrati-
schen Matrix gilt

e 012 |\| 2o, furi=1,...,n,

e 0, =|\|furi=1,... nfalls A symmetrisch ist.

8.1.5. Storungstheorie

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystdm = b mit einer (n,n)-Matrix A
undmb € R". Bekanntlich gilt dann der folgende Satz.

8.9. Satz:Das lineare Gleichungssysterix = b ist genau dann eindeutig l6sbar,
wenn die MatrixA reguldr ist.

Dieser Satz ist in der Praxis mit Vorsicht zu geniel3en, wie das folgende Beispiel
zeigt.

8.10. BeispielEs sei
1.00 099 1.99
A= < 0.99 0.98)’ b= ( 1.97)'
Die exakte Losung des Gleichungssystefas= bistx = (1,1)”. Die Matrix A ist
regulér, denn es gilt deft) = 1-0.98—0.99 = —0.0001+# 0. Behandelt man dieses

Gleichungssystems auf einem Rechner mit dem Maschinenzahlb®féidh?2, ., .),
S0 ergibt sich

gl (detA)) = gl (0.98—0.99%) = 0.98—0.98= 0.
Auf diesem Rechner wirde die Matrix als singular betrachtet werden. @

Der Begriff der Regularitat der Koeffizientenmatrix reicht daher in der Numerik nicht
aus, um die (praktische) Ldsbarkeit eines Gleichungssystems zu charakterisieren.
Eine (n,n)-Matrix A hei3tnumerisch regular, falls alle (n,n)-Matrizen A aus

einer Umgebund/(A) regular sind. Existiert eine singulare Matuk € U(A), so

hei3t die Matrix A numerisch singular. Die Gro3e der Umgebung (A) héngt

dabei sowohl von der verwendeten Hardware (relative Maschinengenauigkeit), als
auch von der verwendeten Software (zur Behandlung der Matrix) ab. Zuriick zum

Beispiel 8.10.
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8.11. Beispiel:Wir betrachten folgende Umgebung der MatAx

U(A) = { A € R?*? ‘ |A— A éo.5-1o—z< 1 1) }
Das ist gerade die Menge von Matrizen, die bei der Konvertierung in den Maschi-
nenzahlbereic®(10,2,.,.) auf die Matrix A abgebildet werden. Wir sehen daher
A als Reprasentanten aller Matrizdne U(A) an. Fur die Matrix

~ 1.000 Q9900

A= ( 0.9900 O9801> cU4)

gilt aber defA) = 0 und rg A) = 1. Folglich enthal{/(A) singulére Matrizen. Die
Matrix A ist also in diesem Maschinenzahlbereich als numerisch singular anzusehen.
@

Bemerkungen: (i) Hinter der Aussage von Sdtz 8.9 steckt bei der Priifung der Regu-
laritéat von A der Test einer REAL-Zahl auf Gleichheit mit Null. Solche Tests sollte
man in Programmen vermeiden. Dafir ist ein Test der Haira £ mit einer vorge-
gebenen Genauigkeitbesser.

(if) Die UmgebungU (A) lasst sich meist in der Form

U(A) = { A e RV

|aij —aij| - L
1+ |y = Keps;i,j=1,....n }
darstellen. Dabei ist eps die relative Maschinengenauigkeitiiraine Konstante,

die von der verwendeten Software abhangt.

Schon das letzte kleine Beispiel zeigt, dass Stérungen die Aufgabe mehr oder weni-
ger stark verandern. Den Einfluss dieser Stérungen wollen wir nun genauer untersu-
chen.

Neben dem Gleichungssystem

Ax=0>
mit der Losunge betrachten wir ein gestortes System
(A+6A)(x+0x) =b+6b.

Die Losungx + dx des gestorten Systems weicht s von der Lésung des ur-
sprunglichen Systems ab. Der Zusammenhang zwischen dieser Séarwmgl den
EingabefehlerA in der Matrix unddb in der rechten Seite soll nun untersucht
werden. Wir stellen uns dabei zwei Fragen.
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1. Wann besitzt das gestdrte System eine eindeutige L6sung?

2. Wie lasst sich|dx|| durch||dA|| und||db|| abschatzen?
Wie lasst sichdx| durch|dA| und|db| abschatzen?

Die erste Frage ist gerade die Frage nach der numerischen Regularitat Wuim
fragen danach, wie grol3 eine Umgebung der regularen Makrmaximal ist, so
dass sie nur regulare Matrizen enthalt. Fir die Einheitsmatrix wird diese Frage mit
folgendem Satz beantwortet.

8.12. Satz:Fur die (n,n)-Matrix P gelte | P| < 1. Dann ist die MatrixI — P
regular, und es gilt die Abschatzung

1

I(I—P)~H| = :
1—|1Pf]

Beweis:Fir jedest € R" gilt

I(I = P)z|| le = Pa|| = [l|z| - | Pz|| = [|= - || Px]|

[ = 1P| lz]] = (1= [ PD[l=] > 0, = #o.

[AVARI

Damit istI — P regulér, und es existiert die Inverée= (I — P)~L. Dann gilt

1=|1]] I(I-P)C||=|C-PC|=z|C|-|PC]|

IClI=IPIICl = (1= [PDIC]

IAVARI

Wegen 1- || P|| > 0O folgt daraus

1

Cl=|I-P) Y= .
1C =1l )l 1= P|

%

Bemerkung: Die Bedingung| P|| < 1 ist beziiglich einer Grenznorm auch notwen-
dig. Das erkennt man, falls man

0 O
O 0

betrachtet. Hier gilt rfgI — P) =n— 1 und|| P|| = 1.
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8.13. StérungslemmaGegeben seien eine regulde, n)-Matrix A und eine Sto-
rungsmaitrixdA, die der Bedingung

k=l AT [0A] <1

genugt. Dann ist auch die MatriA + dA regulér und es gilt

1.
oo <=L

2
|(a+oa)7t-at| < Hfiljzumn.

Beweis:Es seiP = —A~1§A. Dann gilt
IP|| =[|A~"6A| = ||A7H|||6A] =k < 1.
Nach Satz 8.12 ist dann die Matr— P = I + A~18A regular. Wegen der Regu-
laritat von A ist damit aber aucl + A regular. Fur die erste Abschéatzung folgt
1 1
H(A+5A)—1H - {A (I+A—15A)] H - H <I+A—15A> Al

| S
1-|A~ 14| 1-rk

1A

(1+a0a) | 4] =

Fur die zweite Abschatzung erhalten wir

(A+0A)1-A1 = (A+64)2 [I—(A+5A)A‘1}
1

= (A+0A)1A—(A+6A) A
= —(A+d8A)16AAL

Damit erhalt man

1112
A~

1-&

H<A+5A)—1—A—1H < H(A+5A>—1H 16A| HA—1H < 16A|.
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Bemerkungen: (i) Durch x = ||A~1|| ||6A]|| < 1 wird eine Umgebung der reguléren
Matrix A festgelegt, die nur regulére Matrizen enthalt:

U(A) = { A e RV

|A— A||SAA < 11 }
A~

Die GroRel| A1) ist damit ein MaR fiir die Regularitét vod.

(il) Betrachtet man die Inversenbildung als FunktibnR"*" — R"™*", so erkennt
man aus der zweiten Abschatzung in $atz[8.13, dass fid eir/(A)

|7t - a7t = |jo(a) - o(a)]

S Ty Y
1A~ 4] A7

S . Gy Y
1-AA|A7Y

und damit
|D(A) —D(A)| = L(A,AA)|A— Al

gilt. Die Inversenbildung ist daher fur eine regulare Matrix lokal lipschitzstetig mit
der LipscHITz-Konstanten

A—lZ _
LA = A A Al

1-MAA|A

Nach diesen Vorbereitungen ist der Einfluss von Stérungen in einem linearen Glei-
chungssystem abschatzbar. Es sei durch

(A4 0A)(x+0x) =b+db

ein gestortes lineares Gleichungssystem gegeben. Die Stédumggnige der Be-
dingung

k=AY [|6A]| < 1.

Nach Satz 8.13 ist dann die Matrik + dA reguléar, und das gestorte System besitzt
eine eindeutige Losung

x+0x = (A+56A)"1(b+4b).
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Dann gilt
ox = (A+06A) 1 (b+ob)—A
— (A+384)7 b+ 5b— (A+064) A7
(A+06A)1 [b+5b—b—5A.A—1b]
= (A+06A) 1 [-6Ax + 6b]
= AN -0Aw+8b]+ |(A+84) — A7Y (04w + 6b)
= 0z’ + O(||0A[|(/|0A]| + [|ab]]))-

ox' = A~1[—5Ax + 6b] stellt dabei den beziiglichA und b linearen Teil des
Fehlerséx dar. FUrdx erhalt man die Abschatzung

ol = |[(A+354) 7| |- 6Aw+6bn<“ H(HéAIHIwHHIébH)

Fur ein inhomogenes GleichungssysterA o) lasst sich auch der relative Fehler
der L6sung abschatzen. Man erhalt

[ | <H5 I+ ||6bu)

EE @]
1 [6A] , [A| 6]l jab]
= Al [|A™ . .
T (' V@ =r e
Berlicksichtigt man noch
bl = | Az] < || All ]
S0 ergibt sich
|6z DAL 4 g J90l
E I~ Ty + a4 Sy
cond ) (HéAH N ||6bu>
1 4] o]

mitcond A) = || A|| | A~
Wir fassen die Ergebnisse in einem Satz zusammen.

8.14. Satz:Gegeben sei das lineare Gleichungssysim= b mit einer reguléren
(n,n)-Matrix A undb € R"; ferner sei

(A+68A)(x+6z) = b+ b
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ein gestortes Gleichungssystem, wobei die Stéduhger Bedingung
k= HA—lH 164 < 1

genuge. Dann ist die Matrid + dA regular, und das gestorte Gleichungssystem
besitzt die eindeutige L6sung

x+0x = (A+0A)"1(b+db).
Fur den Fehlerdx der Losung gilt:
1.
oz = oz’ + O(||dA]|(]|0A[ + [|6b]])),
wobei
ox' = A" [—8Ax + 5b]
den bezlglic®A unddb linearen Teil des Fehleréx darstellt.

A-1
Hl_KH (|| | 6A]| +|6D]]).

||| =

|A™?| ||| bzw.||A~*|| sind die absoluten partiellen Konditionszahlen be-
zlglich A undb.

3. Flrb # o (x # o) qilt

L (A |4t LoAl A |b|||<sb)

] [l el ol
< condA) (H5A|\+H5b\|>_
1=w Al ]

|A| [|[AY| und||A~Y|| [|6]|/]|z| sind die relativen partiellen Konditionszah-
len beziglichA undb.

Die GréRBecond A) = || A|| ||A™*|| wird schlechthin al&ondition der Matrix
A bezeichnet.

Bemerkungen: (i) Die Abschatzungen aus Satz 8.14 verkorpern den schlechtesten
Fall. Im allgemeinen liefern sie zu pessimistische Schranken. Betrachten wir dazu
wieder unser Beispiel. Es ist

A 1.00 099 Al —9800 9900
-~ \ 099 098 )’ N 9900 —10000 /-
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In der Spaltensummennorm gjJtA||; = 1.99 und||A~1||; = 19900. Damit folgt
condi(A) =39601. Die Voraussetzung von Saiz 8.14 ware schon scharf. Wir durften
nur Stérungen in der Matrix zulassen, fur die

1 1

— ~5.025-107°
|A~Y; 19900

[0A||1 <

gilt. Schon fir die kleine Stdérung

(00,4
- (8 )10

waére der Satz nicht anwendbar. Betrachten wir darum zunachst nur Stérungen der
rechten Seite, also den Fall = O. Firb # o gilt dann

10|

oz} = cond A) o]

{ed|

Fur verschiedene rechte Seiten und verschiedene Stérungen ergibt sich:

10| [ox[| | [[6=|[b]
b ob — x ox
1] (Ed| ][ [|6b]]
( 3'88 ) ( 1(;)—5 ) ~5-106 ( (1) ) ( 8'288) ~0.2 39601
-1 10° ) | _ 6 19700 —-0.0998 | _ 6
( 1 ) ( 0 ) ~5-10 ( —19900) ( 0.0990> 5107 0995

In der letzten Spalte ist jeweils der wahre Verstarkungsfaktor, mit dem die relativen
Fehler in der rechten Seite in die LOsung eingehen, angegeben.
Betrachten wir nun auch Stérungen in der Matrix. Es sei

cond (A)

—— ~ 65800
1—[|6A] A1

/(0 0 s
5a= (g s ). lo4li=2:10°
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Fir verschiedene rechte Seiten erhalten wir folgende Ergebnisse:
o[ | [l [|b]]
b x ox
][ | [l ]|ob]]
1 100 24.75
< 1 > < _100> < _25’00) ~ 0.24875| ~ 25000
-1 19700 492525
( 1 < _19900> < _497500> ~ 0.2500 | ~ 25000
Fir die Stérung
04 = . [6Af1=2-107 ~ 65800
(Cios 102 1o41- 1= 64l A7
ergibt sich
[0z | lo=| o]
b T ox
el |l ]|obl]

1 100 0 0

1 —100 0

-1 19700 —02\| _.~5] _

( 1 <-—19900> < 02:> ~107) ~05

Wir sehen, dass flr verschiedene Abschéatzungen Falle existieren, bei denen die je-
weiligen maximalen Fehlerverstarkungen voll wirksam werden. Es existieren aber
auch Stérungen vom gleichen Stérungsniveau, die sich fast gar nicht auf die Losung
auswirken. Stérungen in der Matrix kbnnen sich dabei bedeutend starker bemerkbar
machen, da die Abhéangigkeit der Losung von der Matrix Unstetigkeitsstellen be-

sitzt.

(i) Verwendet man die euklidische Norm zur Fehlerabschéatzung, so lasst sich die
dritte Ungleichung in Safz 8.14 etwas verscharfen. Es gilt

10z(|2 -

1

EF

1—[|6A 2|42

<concig(A)

H H —lHZHATbH2||6bH2 .
A

1bll2 [l
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Hier wird die Abh&angigkeit des Verstarkungsfaktors von der rechten Seite besser
bericksichtigt. Fur die ersten Beispieted = O) liefert das die Abschatzungen

[0x| 50| (1)
1271 < 3615 . b= ,
|| 1Bl 1
[0x| |6b]| (—1>
17701 < 18 . b= .
|| 1Bl 1

(ii) In den Abschatzungen tauchen die Normen verschiedener Grol3en auf. Dabei
sind ||b|| und || A|| meist leicht zu berechnen. F{j#b|| und ||6A| kennt man oft
Schranken. Das Berechnen oA ~2|| bereitet Schwierigkeiten, da die Inverde !

im allgemeinen natirlich nicht bekannt ist.

Die Aussagen von Safz 8]14 stellen eine Abschéatzung des unvermeidbaren Fehlers
dar. Mit Hilfe dieses Satzes ist nicht die Glite einer berechneten Lésung bewertbar.
Im Sinne der Rickwartsanalyse muissten wir eine berechnete Lasdeg linea-

ren Gleichungssystem&x = b akzeptieren, falls sie als Losung eines benachbarten
SystemsAx = b interpretierbar ist, wobei sich die MatriA und der Vektorb von

A undb nur in der GroRenordnung des Eingabefehlers unterscheiden. Mit dem fol-
genden Satz lasst sich fur eine berechnete Losung entscheiden, ob sie Lésung eines
derartigen benachbarten Systems ist.

8.15.PRAGER-OETTLI: Durch Ax = b sei ein lineares Gleichungssystem gegeben.
Mit der Matrix AA = O und dem VektoAb = o seien folgende Mengen definiert:

A={Aer™||A-A]<pa]
und
B={becRr"|[b-b|=ab}.

Der Vektora ist genau dann exakte Losung eines Gleichungssystems: b mit
A € Aundb € B, wenn

()| < AA|z] +Ab

gilt. Dabei bezeichnet(x) = b— Ax das Residuum vom bezuglich des urspriing-
lichen Gleichungssystems.

Beweis: (=) Wir nehmen an, dass eine Mattik € A und ein Vektom € B existie-
ren, so dassix = b gilt. Dann gilt

A=A+6A, |6A|=NA
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und
b=>b+4b, |6b|=Ab.

Damit folgt
r(z)| = |b— AZz]=|b—86b— (A—6A)x| = |b— Az — 6b+ SAT]|
— | —3db+38Ax| = |6b|+ |6A||z] = Ab+AA|x].
(<) Es gelte

()| < Ab+ AA|].

Es sei weiter
r1 51 Aby 1
r@=| "7 |, s=pb+nalz)=| 7 | zo,06= Af)z o
7“-n sln Aé)n fn
und
Aajyx ADazp -+ Dayy,
AA — AC?Zl Ac.tzz AO:Zn
Aa.nl Ac;nz <o Dapy,
Fir die unbekannten GroReh, 8A, b, §b undz machen wir die Ansatze
ai1 a1z -+ Al dair daip -+ daiy
e A N VO B
anl Gn2 -+ Gpp Oap1 Oapz -+ Olpy
b1 dby
b=| %2 | sp= ob2
b by

Nun definieren wir
sDa;jsign(z;) far s; >0

5aij =
0 fur s;,=0
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und

—Z—jAbi fur s; >0
ob; = .
0 far s; =0

Wir haben zu zeigen, dass fur die so definierten Gro3en
A=A+6A, b=b+6b

einerseitsd € A undb € B und andererseitd & = b_gilt. Die ersten beiden Aussa-
gen folgen sofort aus der Voraussetziinge)| = s. Es folgt|r;| = s; furi=1,...,n
und damit

0aj| = Daij, i,7=1,....n

und
0b;| S0b;, i=1,....n.

Damit folgt aberl6A| = AA und|6b| = Ab, daherA € A undb € B. Weiterhin folgt
r(@)=b— Az = (b—6b) — (A—SA)x =b— Az — b+ SAx.

Fir b — dAx gilt komponentenweise im Fallg > 0

" — T; r; . —\—
(5b— 5Aw_)2 = 5[)@ — Zl5a2‘j33j = _S_Z'Abi — z ;ACLUSIQF(%)SC]'
J= J

T
—— = ——S;, = —T;j.

Si i

n
7=1

Im Falle s; = 0 gilt auchr; = 0, 0b; = 0 undéa;; = 0 flr j = 1,...,n. Damit ist
wieder 0= (6b— 0Ax); = —r;. L

Insgesamt gilt dandb — Ax = —r(x) und weiterr(x) = b — Az + r(x), also
Ax =b. *

Mit Hilfe des Satzes von RAGER und CeTTLI wird aus der Gréf3e des Residuums

auf die Gute der Losung geschlossen, falls Informationen Uber die Datenfehler in
der Matrix und in der rechten Seite bekannt sind. Das Berechnen des Residuums
sollte dabei mit grofR3er Sorgfalt erfolgen (hohere Genauigkeit), da im allgemeinen
Ausloschung auftritt. Genligt das Residuu(x) der Bedingung

r(z)| = Ab+AAlz],



8.1. ALLGEMEINE GRUNDLAGEN UND STORUNGSTHEORIE 105

so istx als Losung zu akzeptieren.

Oft hat man eine spezielle Fehlerkorrelation der Fdyd = | A| und Ab = <|b|
vorliegen. Hier sind alle Eingabedaten mit gleicher relativer Genauigkeit gegeben.
In diesem Falle ergibt sich

b— Az] = £(|b] + |A[|])

als Bedingung fir die Brauchbarkeit der LésungHat man andererseits einbe-
rechnet, so lasst sich Uber die obige Ungleichung ein kleinstes Fehlerniazu
rechnen, fir dag noch als Losung akzeptierbar ist. Man erhalt

£ = max [(b— Az),| .
~ i=1..n(|b]+ |Al|x]);

Falls flr das wahre Fehlerniveau< ¢ gilt, ist « nicht als Losung akzeptierbar. Im
Fallee Z ¢ ist  zu akzeptieren.

8.16. Beispiel:Wir betrachten ein Gleichungssystefa = b mit
A=(559 o) =(009)
Fur die Naherungslésung
o ( 1.099)
0.100
erhalt man

~0.19800 2.19800
r(@) = ( —0.19601> - [All=l+ ol = ( 2.17601) |

Daraus berechnet mar 0.09. Erst ab einem Fehler der Eingabedaten von 9% oder
mehr ist die Naherungslosung akzeptierbar. Fir die rechte Seite

(1)
und die Naherungslésung
- ( 19600)
—20000
erhalt man

199 39401
r@) = 1a9). 1AIE1+ 141~ ( So005)

Hier ergibt siche ~ 0.005. Schon fir relative Fehler der Eingabedaten von 5% oder
mehr ist die LOsung zu akzeptieren. @
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Dieses Beispiel zeigt auch, dass aus einem kleinen Residuum noch nicht auf eine
genaue Losung geschlossen werden darf.

8.2. Direkte Losungsverfahren

Eine Moglichkeit, ein lineares Gleichungssystem zu l6sen, besteht darin, das Lésen
auf eine Folge von einfach zu l6senden Gleichungssystemen zuriickzufihren. Wir
l6sen anstelle von

Ax=b>

Systeme

Dabei ist die Folge so zu konstruieren, dass einerseitsbei exakter Rechnung

die L6sung des urspriinglichen Gleichungssystems ist und andererseits die Syste-
me mit einem Gesamtaufwand zu l6sen sind, der den Aufwand beim Invertieren
der Koeffizientenmatrix nicht Ubersteigt. Als Koeffizientenmatrizen bieten sich da-
bei Dreiecksmatrizen, Diagonalmatrizen und orthogonale Matrizen an. Ein solches
Vorgehen bezeichnen wir atirektes Losungsverfahren Charakteristisch fir ein
direktes Losungsverfahren ist, dass man bei exakter Rechnung nach endlich vielen
Rechenschritten die exakte Losung erhéalt. Die Anzahl der benétigten Rechenschritte
ist dabei a priori abschatzbar.

8.2.1. Die LU-Zerlegung

Schon im alten China nutzte man das heute alg €&-Algorithmus bekannte Ver-
fahren zum Lo6sen linearer Gleichungssysteme. Die Vorgehensweise ist bekannt:
Man versucht, durch geeignete Linearkombination von Gleichungen, nach und nach
die Variablen zu eliminieren. Bezogen auf die Koeffizientenmatrikedeutet das:

Man versucht, durch Linearkombination der Zeilen unterhalb der Diagonalen Nullen
zu erzeugen. Wir wollen uns einen Transformationsschritt ansehen und gleich tber-
legen, wie dieser Schritt mit Hilfe geeigneter Transformationsmatrizen darstellbar ist
Dabei setzen wir immer eine regulére Matdxvoraus.

Es seid® = A undb© = b. Nachk Schritten wurdemd undb in A% und b*)
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transformiert. Die MatrixA(*) besitzt dabei die Struktur

k k k k

(aff - ay afla o oa) )
o - : : :
. k . k k

Ao | o a}ik) ?kl(f)’])f—'—l ?k%?g _ U*)

0 - 0 @f1p 0 Gian O | M®»
. " . k: " :k:

\ 0 ... 0 ag}ﬁl gl }

mit U*) € R und M ¥ € R®-F)*("~k) Nehmen wir nun an, dass”, , ,, #0

gilt, so sind in der(k 4 1)-ten Spalte unterhalb der Diagonalen Nullen erzeugbar,
indem zuri-ten Zeile ( = k +2,...,n) von A®) das(—a\") ,/al", ,  |)-fache der
(k+ 1)-ten Zeile addiert wird.

T T
Bezeichnen wir mitl"" . 2\ die Zeilen der Matrixa(¥), so gilt

T T
Plans) :zgk) :e;fFA(k), 1=1,...,k+1

undfiri=k+2,...,n

(k)
k)T nl Y1 ) T
zz(' ) :Zz(') ) ZliJZl
py1 ket
(k)

@; k+1
— e;fFA(k) - egﬂA(/ﬂ)

Upt1,k+1
T 7 T k
= <€¢ —li,k+1€k+1> AW

mit

(k)
= Gipp
t,k+1 — (k)

a
k41 k+1

o~
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Fasst man diese Gleichungen zusammen, so erhalt man

( el )
z(lk:+l)T T
AR = : = k1 , AW =Ly g (1) AP
Zg{:ﬂ)T €rt2— lkf27k+1ek+1

T 7 T
\ en—ln7k+1ek+l )

Die Transformationsmatrif;,_1(—1;_1) ist eine LNT-Matrix. Sie hat die Struktur

(1 \
. O
1
Lyya(—lps1) = 1 =I-lpefy,
—lpsop+1 1
O : .
K - ln,k+l 1 /
mit
[0 )
0
o
_ b2, k41
lpya=1|
k+1k+1
(k)
an,k+l
| o
41 k41

Unter der Voraussetzuna\z],(ﬁ1 rp1 7 O lasst sich de(k + 1)-te Transformations-
schritt in der Form ’

AR = L (L) AW
schreiben. Gilt,\*) =0, soist mindestens ein Elemenfmi)ﬂ miti=k+2,...,n

k+1k+1
von Null verschieden. Ware das nicht der Fall, so waren alle Elemélf,‘ggel mit
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t=k+1,...,n gleich Null. Damit ware aber die Matria (%) singular. Da aber alle
Transformationsschritte mit reguldren LNT-Matrizen durchgefuhrt wurden, musste
dann auch die Matrid im Widerspruch zur Voraussetzung singular sein. Es sei nun

s(k+1)e{k+2,...,n} ein Index mitai’(“,)er1> j1 7 0- Wir tauschen die Zeileh+ 1

unds(k + 1) in der Matrix A(*) und erhalten eine Matifk

(F)

~(k
( ):Ts(k:+1),k+1A :

A

In diesem Falle ergibt sicl ("t geman

2~ (k

A®D — Ly g (<) AW (%)

= Lyia(—le) Ty o1 AY).

Der Vektorl),.. 1 ist durch

(o)
(k)c.)

Apy2 fr1

D)
E+1k+1

lpi1=

~ (k)
an,k+1

~(k
\ al(c-zl,k:-s—l )

festgelegt, wobei dieLZ(.f) die Elemente der Matrix4
Schritten erhalt man so eine obere Dreiecksmdifixx A

U =Ly 1(~ly-1)Tyn1yn1 Lo(—12) T2 2L1(—11) T (1) 1 A.

Im urspringlichen @uss-Algorithmus werden diese Transformationen simultan
auf die rechte Seite angewendet. Man erhalt

¢=Ly 1(~ly-1)Tyn1yn1 La(—12)T 2 2L1(—11) T2 1b.

Damit hat man das Gleichungssystem

(k) bezeichnen. Nach — 1

(n=1) Es gilt

Ax=0>
auf das aquivalente System

Ux=c

“Das Elementu ;1) 141, das nach diesem Tausch auf der Positibr- 1,k + 1) steht wird alsPivotelementbe-
zeichnet.
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transformiert. Dies lasst sich wegen der oberen Dreiecksgestalf \v&nfach I6sen.

Diesen Prozess bezeichnet manRilgksubstitution. Einen Algorithmus dazu ge-

ben wir am Ende dieses Abschnitts an.

In vielen Anwendungsfallen hat man mehrere Gleichungssysteme mit gleicher Ko-
effizientenmatrixA aber verschiedenen rechten Sebezu [6sen. Oft sind die rech-

ten Seiten dieser zu I6senden Gleichungssysteme Funktionen der schon berechneten
Ldsungen (z.B. bei vielen Iterationsverfahren zur Nullstellenberechnung nichtlinea-
rer Gleichungssysteme). In diesen Fallen ist es gunstig, sich die Transformationen
Li(—1;)T ;) ; in geeigneter Weise zu merken. Dazu trennen die eigentlichen Trans-

formationsmatrizen von den Tauschmatrizen. Allgemein gilt firkl<i=j=n
(siehe Ubungsaufgabe|13):

T;jLi(l) = Lp(T;;1)T;
Wir verwenden die Abklrzung

P; =T -1)n-1Tsm-2)n-2"Ts@yis t=1L...,n=1,
also

P, 1=T,n 1n-1, Pi=PiaTy,; i=n—-2,..1
Danngiltauchfir Ek<i<n

P;L;(l) = Li(P;l)P;.

Damit folgt
Ly 1(~l,-1)T, (n—1),n—1Ln— 2(—1 )Ts(n—Z),n—Z'"Ll(_il)Ts(l),l
L, 1( Ly ) n— 1Ln—2(_ln— )Ts(n—Z),n—Z'"Ll(_ll)Ts(l),l
=Ly 1(—ly1) Ly 2(—=Pp 1l 2) Py 2--- L1i(—11)T51)1

= Ln—l(_in—l)Ln—2<_Pn—lin—Z) -+ Lp(—P3la) L1 (—Poly) Py.
Insgesamt gilt dann

U =Ly 1(~ly-1)Ln2(—Pp_1ly_2) - Lo(—P3lp) L1(— Pol1) P1A.
Setzt man noch

P=P1, ly1=1l,1, li=Pial;, i=1..n-1
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so folgt
U=0L,_1(—1l,-1)Ly_2(—1,,—2)Ly,_3(—1,—3)--- La(—12)L1(—11) PA.

Multipliziert man diese Gleichung von links mit den Inversen der LNT-Matrizen, so
ergibt sich

PA= Ll(ll)LZ(lz) T Ln—Z(ln—Z)Ln—l(ln—l>U-

Nach Ubungsaufgalbe [14 ist das Produkt der LNT-Matrizen eine untere Einsdreiecks-
matrix, und es gilt

L = Ly(ly)Lo(l5)--- Ly —1(ly—2) Ly —2(l—1) = T+ (I3, 12,...,1,-1,0).

Man erhalt somit die MatrixX. ohnezuséatzlichen Rechenaufwand aus den Vektoren
ly,...,1,,_1. Damit haben wir konstruktiv folgenden Satz bewiesen.

8.17. Satz:Zu jeder regularer{n,n)-Matrix A existiert eine Permutationsmatri®
derart, dass sicli? A eindeutig in das Produkt aus einer unteren Einsdreiecksmatrix
L und einer regularen oberen Dreiecksmattixzerlegen lasst:

PA=LU
1 U1l U2 o Ulp-1 Ulp
l21 1 (0 Upp v Up—1 U2y
ln-11 lp—12 --- 1 O Up—1n—-1 Un—1n
ln,l ln,2 T ln,n—l 1 Unn

mituii;&OfUrizl,...,n.

Beweis:Es ist noch die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen. Nehmen wir dazu an,
es gelte

PA=LU=LU
mit von L und U verschiedenen Matrizeh undU. Dann folgt
L 'L=UU'=D.

Nach Ubungsaufga@lo igt "L untere Einsdreiecksmatrix. Analog i8tU 1
obere Dreiecksmatrix. Damit ist die Matri gleichzeitig untere Einsdreiecksma-
trix und obere Dreiecksmatrix, daher gilit = I, daherL = L undU =U. *
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Hat man einmal von einer Matrid eine LU-ZerlegungA = P LU berechnet, so
l&sst sich jedes Gleichungssystetw = b |6sen, indem man es auf das Lésen von
zwei einfacheren Systemen zurtckfuhrt. Man hat dabei die beiden Systeme

Ly=Pb, Ux=y

zu l6sen. Dabei wird das Losen des ersten Systems als Vorwartssubstitution und das
Ldsen des zweiten Systems, wie schon erwéhnt, als Rickwartssubstitution bezeich-
net.

Der bei der Zerlegung der MatriA freiwerdende Speicherplatz (alle Elemente un-
terhalb der hauptdiagonalen) darf genutzt werden, um die Elemente der unteren Eins-
dreiecksmatrixL zu speichern. Die Zeilenvertauschungen (Permutationsmgiyix
merkt man sich auf einem Fejdder Langen; der Indexp(i) gibt dann die wahre
Nummer der Zeile an, die aktuell auf der Positicsteht.

8.18. LU-Zerlegung mit Pivotisierung und explizitem Zeilentausch:
Es ist die regulargn,n)-Matrix A in ein ProduktP A = LU mit einer Permutati-
onsmatrixP, einer unteren Einsdreiecksmatrx und einer oberen Dreiecksmatrix
U zu zerlegen. Die PermutationsmatiX sei dabei auf einem Felg der Langen
gespeichert.
{Initialisierung}
fori=1ton do
p(i) =i
endfor
{LU-Zerlegung}
forj=1ton—1do
{Pivotsuche}
Wahle einen Index € {i |a;; #0, i=j,...,n}.
{Zeilentausch}
if 7* # j then
pp=p(i*); p(i") = p(j); p(j) = pp
fork=1ton do
aq = Qixf,y Qixf = Cljk, ajk = aa
endfor
endif
{Transformation der Restmatrix}
fori=j+1tondo
aij = ajj/ajj
for k=j+1ton do
@il = Qi — Qjj - Ak
endfor



8.2. DIREKTE LOSUNGSVERFAHREN 113

endfor
endfor

Aufwand:~n3/3 Additionen/Multiplikationen

Am Ende des Algorithmus stehen die wesentlichen Elemente der Maixf dem
unteren Dreieck der Matril? A. Das obere Dreieck einschlie3lich der Diagonalen
wird von der MatrixU eingenommen:

/ U1l u12 U3t Ulp—2  Ulp—1  Ulp \
lon w2 wpz -+ U2p_2  U2p—1 U,
Izsn I3z w3 -+ uzp—2  UBp—1 U3,
ln 21 In—22 lp-23 *+ Up-2p-2 Up—2n-1 Upn—2p
ln— 1,1 ln 1,2 ln—l,S e ln—l,n—Z Unp—1n—1 Un—1n

K In1 In2 In3 e lmn—Z ln,n—l Unn )

8.19. Vorwartssubstitution bei explizitem Zeilentausch:
Es ist das lineare Gleichungssystdiy = Pb mit der reguldren unteren Einsdrei-
ecksmatrixL, der Permutationsmatri¥? und einem beliebigen Vektdre R" zu
l6sen. Die MatrixL ist auf dem unteren Dreieck der Matri&, die Permutationsma-
trix ist auf einem Felg der Langen gespeichert.
for j =1ton do
Yj = ()
endfor
for j=1tondo
fori=1toj—1do
Yi =Yi— QijYj
endfor
endfor

Aufwand:~n?/2 Additionen/Multiplikationen

8.20. Rucksubstitution bei explizitem Zeilentausch:
Es ist das lineare Gleichungssystdimc = y mit der regularen oberen Dreiecks-
matrix U und einem beliebigen Vektgre R" zu l6sen. Die MatriXUJ ist auf dem
oberen Dreieck der MatriXA gespeichert.
for j =ntolstep—1do
Tj=Yj/aj
fori=1toj—1do
Yi =Yi— Qij - Ty
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endfor
endfor

Aufwand:~n?/2 Additionen/Multiplikationen

Es ist nicht notwendig, den Zeilentausch bei der Zerlegung der Matrix explizit durch-
zufuihren. In der Permutationsmatrix, bzw. im Permutationsvektor ist alle wesent-
liche Information enthalten. Dieses Vorgehen bezeichnet mahkéigen Zeilen-
tausch Man erhélt folgende Algorithmen.

8.21.LU-Zerlegung, Pivotisierung und fiktiver Zeilentausch:
Es ist die regulare Matrix4 in ein ProduktP A = LU mit einer Permutationsmatrix
P, einer unteren Einsdreiecksmatidxund einer oberen DreiecksmatiX zu zerle-
gen. Die Permutationsmatri® sei dabei auf einem Feldder Langen gespeichert.
{Initialisierung}
for j=1ton do
p(i) =i
endfor
{LU-Zerlegung}
forj=1ton—1do
{Pivotsuche}
Wahle einen Index

i€ {i]ayp; #0 i=j...n}.

{Fiktiver Zeilentausch}
if * # j then

pp = p(i*); p(@*) = p(4); p(j) = pp
endif
{Transformation der Restmatrix}
fori=j+1tondo

Ap(i) ;= Op(i).j/ p(j).j
for k=j4+1tondo

Ap(i),k = Ap(i),k — Ap(i),j " Dp(4).k
endfor
endfor
endfor

Aufwand:~n?/3 Additionen/Multiplikationen

Nach diesem Algorithmus liefert das Felddie Reihenfolge, in der die Zeilen der
Matrix verarbeitet wurden: Die Zeilg(i) wurde imi-ten Schritt als Pivotzeile ver-
wendet. Die gleiche Reihenfolge der Zeilen und damit auch der Komponenten der
rechten Seite ist naturlich bei der Vorwartssubstitution zu beachten.
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8.22. Vorwartssubstitution bei fiktivem Zeilentausch:
Es ist das lineare Gleichungssystdiy = Pb mit der reguldren unteren Einsdrei-
ecksmatrixL, der Permutationsmatri? und einem beliebigen Vektdre R" zu
|6sen. Die MatrixL ist auf dem unteren Dreieck der MatriR A, die Permutations-
matrix ist auf einem Felg der LaAngen gespeichert.
fori=1ton do
Yi = by(i)
forj=1to:—1do
Yi = Yi — Qpi)j " Yj
endfor
endfor

Aufwand:~n?/2 Additionen/Multiplikationen

8.23. Rucksubstitution bei fiktivem Zeilentausch:
Es ist das lineare Gleichungssystdim = y mit der regularen oberen Dreiecks-
matrix U und einem beliebigen Vektgre R" zu I6sen. Die MatriXJ ist auf dem
oberen Dreieck der MatrixA gespeichert.
for j =ntolstep—1do
Tj = Ui/ ()
fori=1toj—1do
Yi =Yi = Qp(4),5 "Ly
endfor
endfor

Aufwand:~n?/2 Additionen/Multiplikationen

Bemerkung: In den Algorithmen zui.U-Zerlegung musste in der Praxis noch der
Fall bertcksichtigt werden, dass kein geeignetes Pivotelement vorhanden ist. Der
SchrittPivotsucheist dazu etwa in folgender Form abzuandern:

Pivotsuche:Bestimme einen IndeX € {j,...,n} mit |a;-;| Z . Gilt fir
allei € {j,...,n} |a;;| < e, soistdie Matrix numerisch singular. STOPP

8.2.2. Rundungsfehleranalyse der LU-Zerlegung

Fuhren wir dieLU-Zerlegung auf einem realen Rechner durch, so erhalten wir i. a.
nicht die exakten DreiecksfaktordnundU. Durch den Einfluss von Rundungsfeh-
lern ergeben sich nur Naherungénund 4. Falls die LU-Zerlegung durchfiihrbar
war (kein Abbruch wegen numerischer Singularitéat), ist die berechnete Nlatax
gular. Die MatrixL ist als Einsdreiecksmatrix ohnehin regular. Wir fassen in diesem
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Falle £ undi{ als exakte Zerlegung einer gestdrten Matdix- A auf. Es gilt dann
PILU=A+A.

Die Matrix P ist wieder eine Permutationsmatrix. Sie wird sich von der exakten
Permutationsmatrix unterscheiden, da der Rundungsfehlereinfluss dazu fiihren kann,
dass die Zeilen der Matrix in anderer Reihenfolge verarbeitet werden. Die Grol3e
der StorungdA wollen wir nun abschéatzen. Wir fihren eine Rickwartsanalyse der
LU-Zerlegung durch. Dazu nehmen wir der Einfachheit halber an, dass wahrend
des Algorithmus kein Zeilentausch notwendig ist. Die Zeilen der Matrix seien daher
schon in der Reihenfolge geordnet, in der sie verarbeitet werden. Damm-gilP? =

I. Wir erhalten damit

0A=LU— A.
Schauen wir uns nun dénten Transformationsschritt an. Es gilt
A = Lk(—lk)A(kil).

In Blockschreibweise erhalt man

n 10| o (k1)

O | Li(-1}) o | M*Y

0 (o)
_ l .
L= | " L err*l falls 1, = ? cR".
: k+1k
Lok 5
\ k)

I%=1) bezeichnet die Einheitsmatrix iia*~2* (=1 Aus der obigen Blockdarstel-
lung folgt
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Die Transformation wirkt nur auf die Restmatrix*~Y. Wir haben daher nur
Transformationen der Art

M = Ll(—l)M
mit
mi1 mi2 - My
m m P m
M: - 21 . 22 . . ZT' ERTXT’
my1 My o My
0
ma1
Li(-l)=T—lel eR™" 1=| ™ | eR"
mr1
mi1

zu betrachten. Fihren wir die Transformation auf einem realen Rechner aus, so er-
halten wir statt der MatrixVI eine Matrix M mit

M =gl (Li(—1)M).

Diese Matrix fassen wir nun als exaktes Transformationsergebnis einer gestorten
Matrix M = M + é6M auf. Es sei also

~ ~

M =Li(-1)M

mit

&~
S
2

mrl
mi1

Betrachten wir zunéchst nur die zweite Darstellung 9dn Es gilt

M = Li(-)M =T —le]\M =M —lelM

mi1 M2 -+ My 0
mp1 M2 - M2 2
T A A A
= |.7 .7 . — | " | (hag )
Ml M2 o Mgy Tl

mi1
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also
ma1 miz e mi
0 rhgp—Taiuz ... py, et
~ m T m
M = ) o _ e ) (8.1)
A Mmymaz L A My
0 my2 mi1 My mi1

Andererseits werden die Elemente vdd aus den Elementen vohd nach den
Formeln

mi = 0 fur i=2,...,r (8.2)

berechnet. Ein Vergleich vgn 8.1 upd 8.2 liefert:

e Erste Zeile vom\VI:

my = ma |
m1j+5m1j = mi ¢, J =1....r
5m1j =0

e Rest der ersten Spalte v :

0=0.

e Restmatrix von\I:

N MMy mi1my; .
mij — m11 =gl (mij_ p— , L, =2,...,T.

Wegenimy; =0 fiir j = 1,...,r folgt daraus

mi1
mi1

—_—
mij‘|‘6mij_(mil+5mz’1)i: [mij— (L+¢i)ma;(1+ 0i5) | (14+Yi5)

mii1

furi,7 =2,...,r. Von den Rundungsfehlern nehmen wir die Gultigkeit von

eil,|oij|, %] Seps i,j=2,...,r

an.
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Wir erhalten sqr — 1)? Gleichungen zur Festlegung der restlich¢én— 1) Stérun-
gendm;;, i =1,...,r, j =2,...,r. Es bleiben daher noch— 1 Freiheitsgrade bei
der Belastung der einzelnen Element vkhmit Stérungen. Wir setzen

5m2~1 = m;1&4, 1= 2, e, T
Damit gilt

0mia| = Imaleps i=2,...,r

und
i i i1 Fomi s
gl (i) =4l <m1> B ml(l—"gi):M:li; i=2,...,1.
m11) M1 mi1
Es folgt
M+ 0myy — ——2(L+¢;) = [mij—ml(lﬂi)mu(lwm) (1+73)
mi1 mi1

fari,j =2,...,r. Diese Gleichungen I6sen wir nach dén;; auf und erhalten:

M ma;

omj = m;;vij — (T+e) [(1+ 0ij) (14 9;5) — 1].

mi1

In erster Naherung folgt daraus

mi1ma;

om;j = m;jdij — (L+&)(0ij +04j) (8.3)
mi1

= m;jVij — limaj(0ij +0ij) (8.4)

omil = (Imyg| +2[li| [ma;])eps (8.5)

In dieser Abschatzung taucht nothals Element der exakten Transformationsma-
trix, also ein Element, das wir eigentlich nicht kennen, auf. Es last sich aber durch
bekannte Elemente ersetzen. Aus der Darstellung

) mima;
Mg = mij(L+05) — ———

(14€;)(1+0i5)(1+Y;5)
mai1
= mgj(1+9i5) — lima;(14€;) (1 + 0i5) (1 +;5)
erhalten wir
mij mij

= e (rey) et e) (A1 05) (8.6)
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Setzen wir dies if 8|3 ein, so ergibt sich

. (14¢i)(0ij +9i5) . (1+4¢4)(0ij +9ij)
577%" = mﬂ%—mz my
! Y T (1+¢e)(1+0i5) T(14) (14 0i5)(1+ ;)
. 0ij +Vij . 0ij +Uij
TR (14 04) Y1+ 0i)(1+945)

mi¥i; —mij(0ij + i) (1= 0ij) +Mij(0ij +045) (1 — 0i5) (1 —Vy5)
mij(Vij — 0ij = Vij) +1mij(0ij +Vij)
—0ijmij + (05 + i)

0mi;l = eps|mij| +2|mij)).

Fur die gesamte MatridM erhalten wir so

(5ml] = 0 fur j:l)___’fr’
oma| = epgma] far i=2,...,r,
|0 = eps(|m;;| +2|m;;|) far i,7=2,...,7.

In Matrixschreibweise lautet dieses Ergebnis fir die Transformation

MED . ppk)

’ciM(k_l)‘ < eps[|M(k’1)|+2<2 ]\ka)‘ )] .

Bezuglich einer absoluten und monotonen Matrixnorm folgt daraus
Jona | < eps(||M D]+ 2| M)

Betrachten wir nun wieder einen Transformationsschritt fur die gesamte Matrix,
so interpretieren wir die aud*~1 auf einem realen Rechner berechnete Matrix

A™ als exaktes Transformationsergebnis einer gestorten Maffix” = A+~
A% =1 FEir die StorunggA* -1 gilt

O O
k—1) __
6A = ( 0, 6M(k_1)>

und

|6AEY| = [|apg Y.



8.2. DIREKTE LOSUNGSVERFAHREN 121
Insgesamt gilt dann fiir die berechnete MatA%*)
A = £ (-1 A1) | 540D

mit der berechneten Transformationsmatfi¥ Y = L;_1(—1;_1). Fur den Trans-
formationsvektol;._1 gilt

L1 =0l (Ij—1)

0 0 0
k—1 k-1 E—1 k—1
. “/(c,k:—)l . mggk—)l . mlgr,k—:)l.+5m£L,k—):L
| | 22— | | —22—=
= g LD = g D) = k—1)

k—1k—1

= (e myty romi
\ g = / \ g -1 ) \ 1) /
Op_1k-1 My k-1 My 1k-1

(k-1)

Die aus A berechnete TransformationsmatdX*~1 ist demnach als exakte
Transformationsmatrix zur gestorten Mate* 1 + 545~ interpretierbar. Fiir
die berechnete Matrig4 erhalten wir dann
U= A1 — (-1 (A(n—2)+5A(n—2))
— =1 [L: (n—=2) (A(n—3) + 5A(n—3)) +5A(n—2)}

_ 1) p(n-2) ( A=) 4 5A0  (£02) s A(n—2>> |

1
Die Matrizen(£ (”—2)> und A2 sind von folgender Struktur
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1
Man erkennt sofort, das(sc (”‘2)) 8A("=2) = §A("=2) gilt. Damit folgt
Y — 0-1pn-2 (A(n—B) L s5A3) +5A(n—2))

_ -1 p(n-2) [ﬁ (n—3) (A(n—4) +5A(n—4)> L 5AI +5A(n—2)]
L(n—l)ﬁ(n—Z)E(n—S)
[A(n—4) +6A(n_4) + (E (n—3))_1 <6A(n—3) +5A(n_2)>] .

Wegen
1
( O \ o O
(ﬁ(n—3)>_1: 1 ,6A(n_3)+5A(n_2): * % *
O o é 1 O x % %
*
\ 00 1) e

gilt wieder
1
(L: <”—3>) (5A<n—3> + JA(”_Z)) =543 4 54(-2)
Setzt man diesen Prozess fort, so erhalt man
U= Dpn=2) Q) [A—|—6A<O) 4...4 643 +6A(”_2)} .
Da sich

o (£<1>)‘1... (L;(n—l))‘l

ohne weitere Rundungsfehler aus d&f ergibt, folgt
LU=A+6A, 6A=6A01540 1. .. 454072

Beziglich einer absoluten und monotonen Matrixnorm ist dehabschéatzbar. Wir

erhalten
6]l =3 64— HaM“)Hfeps%(uM@>u+z||M<z+>||)

1= 1= 1=

[ n—2 . n—1 »
= eps||MO)+ 5 [MY)+2F M(Z)]
i=1 =1

AN

1=

[ n—1 .
eps||| A +3 |M<Z>|] .
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Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

8.24. Satz:Der GAusssche Algorithmus sei fur dig:,n)-Matrix A durchfihrbar.
Die berechneten Dreiecksfaktoren sei@nund{. Dann existiert eine StorungA
mit

LU=A+IA.

Die Stérung genugt der Abschéatzung
|6A| < epsF(A)| A]

mit der Fehlerkonstanten

MY

F(A)=1+3 LR
(4) 4]

1=

Der Gausssche Algorithmus ist nach diesem Satz gutartig, falls die Kondition der
Matrizen M) nicht beliebig groR wird. Ist4 eine Klasse von Matrizen, fir die

der Gausssche Algorithmus durchfiihrbar ist und existiert eine Konstdnte oo,

so dass fur alle Matrized € A die UngleichungF'(A) = F gilt, so ist die LU-
Zerlegung auf4 numerisch gutartig.

Neben den Rundungsfehlern, die beim Berechner.deZerlegung auftreten, sind

auch jene Rundungsfehler zu beachten, die beim Auflésen der Dreieckssysteme en-
stehen. Wir werden fir die Vorwarts- und die Ricksubstitution wieder eine Rick-
wartsanalyse durchfihren. Es seigrund # die berechneten Lésungen der Glei-
chungssysteme

Ly=b Ux=y.

Wir nehmen nun an, dagsuhd x als exakte Losungen gestorter Systeme interpre-
tierbar sind. Es gelte also

(L+d0L)y=>b, U+IU)x=1y.

Wir beweisen zunéchst den folgenden etwas allgemeineren Satz.

8.25. SatzEs seix die berechnete Losung des Gleichungssystems
Lx=b

mit der regularen unteren Dreiecksmatidx Dann existiert eine Storung. mit

(L +6L)& = b.
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Die StorungdL ist ebenfalls untere Dreiecksmatrix und gentigt der elementweisen
Abschéatzung

61| = jepsilyj|, i.j=1,...,n.
Beweis:Das LOsen des Gleichungssystems = b erfolgt nach dem Algorithmus

for i=1tondo
QTi:bl'
for j=1to i1—1do
xizxi_lij'xj
end
xi = xi/lii
end

In Gleitpunktarithmetik gilt dann fiir das Berechnen einer Komponente ~

Z; = b;
for j=1to i—1do
Ti =gl (i = lijj) = (T — lijTj(1+€5)) (1+ )
end
T =gl (Ti/li) = 2/ (Lii(1+ &)

Dabei nehmen wir wieder an, dass|, |d,| = eps firj = 1,...,: gilt. Damit folgt

. ( ((b1 —la%1(1+¢1))(1+61) *l¢252(1+€2)) (1462) =+ lz’,i—li'i—l(1+5i—1)) (140;-1)
xl = l“(1+67)

. bi(l—i— (51)(14— 52) e (1+ 51'_1) — lilz’fl(l—l—é‘l)(l—{— (51)(1—1— 52) e (1+5i—1) +

o ln‘(l—i—&“l‘)

—ligT2(1+¢€2)(1+062) - (L+6;—1) — - — iz 18- 1(14+¢€i-1) (14 0;-1)
+
lii(1+€i)
. B BT £ - R B Iteig
B bi —li1Z1(1+e1) — li272 1401 lz,z—lxz—l(1+5l)<1+52)...<1+5i_2>
B I 1t '
i

(1+01)(1402)--(1+0;-1)

Nun gilt in erster Naherung

1‘|‘£j .
ey — G — i1,
(Tto0)At00) (At q) 7% -1
Damit folgt
P bi — lin(1+ Bi1)T1 — lio(L+ Bi2) T2 — - — 1 i—1(14 Bi1) Ti—1 6.7)

' li (14 Bii)
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mit
6" B 1—1—8]’
Yo (1461)(A+02) - (1465-1)
= 1+€j—51—52—---— -1
und
18] = jeps

Interpretieren wir die berechnete Losumaals exakte Losung eines gestdrten Sy-
stems, so erhalten wir

(L+6L)% =b.

Hieraus folgt

. bi—=(lin+6lin)T1— (lig+dli2) T2 — - — (i i—1+ 0li1) %51
li¢+5li¢)
Ein Vergleich vor 8.7 und 8|8 liefert
0lij = lij Bij
und
01| = jepsliy]
fures,;=1,...,n. *

Analog gilt fir die Losung von Gleichungssystemen mit einer oberen Dreiecksmatrix
der folgende Satz.

8.26. SatzEs seix die berechnete Losung des Gleichungssystems
Ux=b>

mit der regularen oberen Dreiecksmatilix. Dann existiert eine StorungU' mit
(U+6U)x =b.

Die StorungdU ist ebenfalls obere Dreiecksmatrix und gentigt der elementweisen
Abschéatzung

0uij| = (n—j+1)epSugl, i,5=1,...,n.
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Mit Hilfe der Satz¢ 8.24], 8.25 urid 8]26 lasst sich der Gesamtrundungsfehler beim
Ldsen eines linearen Gleichungssystems mit Hilfe eitiérZerlegung abschatzen.
Die berechnete Losung iSt exakte Losung des Systems

U+U)x=17.
y ist exakte Losung von
(L +6L)g = b.
Insgesamt gilt
(L +0L)(U+6U)x =17, (8.9)

wobei die StorungedL und dU den Abschéatzungen aus Satz 8.25 bzw. 8.26
genligen. Multipliziert man in Gleichung 8.9 die linke Seite aus, so ergibt sich
(LU+ LOU +6L(U+6U )z = b
(A+8A+64))z = b.

Die StérungdA beinhaltet den Rundungsfehlereinfluss dér-Zerlegung. Fur sie
gilt nach Satz 8.24

[0A| = epst'(A)|All

In der StorungdA’ steckt der Rundungsfehlereinfluss beim Losen der Dreieckssy-
steme. Fir sie ergibt sich elementweise

min{i,j}
5@;7- = z [éikéukj +5€Z~k(ukj +5ukj)}
k=1
min{i,j}
Pai;l = | > [lindurs + iUy + ugy)]
k=1
. min{i,j}
= > [l 10urs] + (0| (Jugs] + |ougg]) ]
k=1
Wendet man die Abschatzungen aus den Séatzeh 8.25 urjd 8.26 an, so folgt
) min{i,j}
dai;l = eps S [(n—j+ D)kl Il + Elx| ([ugg] + (0 — j +L)epgug)) ]
k=1
) min{i,j}
= eps Y |bllugjl[n—j+1+k+k(n—j+1)eps
k=1
. min{i,j }
<

eps S |6l [uggl(n—j+1+k).
k=1
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Wegenk = min{i,j} = j gilt n — j + 1+ % = n+ 1. Damit ergibt sich
. min{i,j}
da;l = epsn+1) S |Gl [ug]-
k=1
Analog zu Gleichung 816 gilt fur

(k—1)
ikUkj = Likay,;

die Abschéatzung
) k k—1
[ir g = Jal |+ ]alt Y.

Damit erhalten wir

. [min{i,;} min{i,j}
dalyl = epgn+1)| Y o[+ Y aﬁf”]

W= K=

. [ min{i,j } min{i,j}—1

= eptn+l) [l |+ Y eI+ Y |a§§“>]
I =1 =1

: [ 0 min{i,j} )

= epgn+1) ‘aij|+2 Z ‘aij’
I =1

In Matrixschreibweise gilt

n—1 O O

und beziglich einer absoluten und monotonen Matrixnorm

A = epsgn+1)

. n—1
|6A"]| = epgn+1) <A|+2 > IM(’“I)-
k=1

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen.

8.27. Satz:Der Gausssche Algorithmus sei fur eine, n)-Matrix A durchfihrbar.
x € R" sei die berechnete Lésung des Gleichungssysiéms- b. Dann existiert
eine Storun@A, so dasse exakte Losung des gestorten Systems

(A+6A)c =0
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ist. Fir die StérungA gilt
0A = 0A+ A,

wobeidA den Rundungsfehleranteil déi/-Zerlegung unddA’ den Rundungsfeh-
leranteil beim Losen der Dreieckssysteme beschreibt. Es gelten die Abschatzungen

16A|| = epsi"(A)[| Al

mit
. M
F(A) =1+ 3/;1W
und

16A"]| = epst(A) | A

mit

[IA -

n—1
F'(A) = (n+1) <1+2 Z | M 1A ”) (n+1)F(A).

k=1
Insgesamt gilt
|5A]| = epsF(A)| A
mit
F(A) = (n+2)F(A).
Fur die Durchfuihrbarkeit des Algorithmus ist
epscondA)F(A) <1
hinreichend.
Betrachten wir nun noch den erzeugten Rundungsféater « — . Fir ihn gilt

Adx = Az~ Az =(A+3A-6A)z-b=(A+6A)x—SAx b
— —dAzx dx=-AloAzx.

Damit folgt
|8|| = | A |6A] [|]| = w1



8.2. DIREKTE LOSUNGSVERFAHREN 129

mit x = ||A7Y|| ||6A]|. Firs < 1 ist A + 8A regular. Dann ergibt sich
(A+6A)dx = (A+8A)z— (A+6A)x =b— Az — 5Ax
= —0Azx, dx=—(A+0A) 0Ax
und weiter

A

1-&

K
1-k

|62] = ||(A+84) | |5A]| ||| = 10A[| ] = ]].

Bemerkung: Im allgemeinen sind die Schéatzungen fir den Rundungsfehlereinfluss
beim Losen der Dreieckssysteme zu pessimistisch. Der erzeugte Rundungsfehler ist
oft wesentlich kleiner als die Schranked || |6A|| ||z]|. Praktische Erfahrungen

zeigen, dass die Konstante in Satz 8.27 durch

7 F, fallscond A) gro3
1 nF, fallscondA) klein

ersetzbar ist.

8.2.3. Pivotisierung und Skalierung

Im Schritt Pivotsucheder LU-Zerlegung wurde gesichert, dass das Pivotelement
a;; von Null verschieden ist. Um ein gunstiges Fehlerverhalten zu realisieren, ist

es nach Satz 8.24 notwendig, die Normen der Matriaéfi’ moglichst klein zu
halten. Dies lasst sich durch geschickte Wahl des Pivotelements erreichen. Es gibtim
wesentlichen drei Varianten. Dabei musste der ScRitbtsucheim Algorithmus

zur LU-Zerlegung in folgender Weise abgedndert werden.

e Spaltenpivotisierung:
Bestimme einen Index’ € {j,...,n}, so dass die Ungleichung;:;
furallei € {j,...,n} qilt.
Als Pivotelement wird das betragsgrofite Element der Restgpgétieommen.

= |agj]

e Zeilenpivotisierung:
Bestimme einen Index* € {j,...,n}, so dass die Ungleichurig;-| = |a;z|
furallek € {j,...,n} gilt.
Als Pivotelement wird das betragsgrofdte Element der Restzggmommen.
Danach erfolgt ein Tausch der Spalteand j*, der sich in einem zusatzlichen
Permutationsvektor zu merken ist.

e Totalpivotisierung:
Bestimme Indizes*, j* € {j,...,n}, so dass die Ungleichung;«| = |a;| fur
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allei.k € {j,...,n} qilt.
Als Pivotelement wird das betragsgrol3te Element der Restmatrix genommen.
Hier ist ein Zeilen- und ein Spaltentausch vorzunehmen.

Fur einen Zerlegungsalgorithmus mit Spaltenpivotisierung wollen wir die Normen
der Restmatrized *) abschatzen. Dazu betrachten wir wieder einen Transforma-
tionsschrittA*~1) — A Es gilt

G§f>:a(f 1)_Z(k 1) ](Qk; 1)7 Z)]:k—l_lavn
mit
~(k—1)
jk=1) _ ik
' a(k=1)°
kk

Mit ag?‘l) bezeichnen wir die Elemente der Matk” — T, A"). Da bei der

Spaltenpivotisierung das Pivotelemenéi“l) als betragsgrofites der Restspalte ge-
wahlt wird, gilt

V21 i=k+1.n
Damit folgt

a(.k)’ = |a;

i & ‘—l—’akj ‘z’,j:k—l—l,...,n

(k— 1)_Z(l<: 1) A (k: 1)) <
ij Arj -

Nun lasst sich diec-Norm (Zeilensummennorm) vahI %) abschatzen. Wir erhal-
ten:

Gl S
1o m{z \}
- k: 1)
e £ 5 (o) |
“max {i &(f Y +§ &213—1) }
i=k,...,n =k =
> >

k—1
= max a;: + a( )
i=k,...n | J 4 s(k)j

7 1=k 1=k

- HM(k_l)”oo + Z
=’

1A

A
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Durch fortlaufende Anwendung der letzten Ungleichung erhélt man
1M e = 2 M o =4 MO = - =28 MO o = 2 A e
Mit Satz[8.24 folgt dann
10A]|oc = eps'(A)[| Al
mit

n—1 (1) n—1

| Aloc .

1=

F(A) = 1+3

= 1+3(2"-2)=3.2"-5=3.2".

Analog erhalt man fur die Zeilenpivotisierung bezlglich der 1-Norm (Spaltensum-
mennorm) die Abschatzung

|6A]|1 = eps(A)|| Al

mit F/(A) =3-2".

Diese Fehlerschranken sind im allgemeinen zu pessimistisch. Fir die meisten prak-
tisch auftretenden Gleichungssysteme gilt im Falle der Spalten- oder Zeilenpivoti-
sierungF'(A) = 10n. Damit reicht die Spaltenpivotisierung fir die meisten Falle zur
Stabilisierung des @ssschen Algorithmus aus.

Im Falle der der Totalpivotisierung erhalt man

F(A)=1.8-p2t/4,

Far praktisch auftretende Systeme liegt &tA) in der Gro3enordnung von 1. Da
aber der Aufwand an Vergleichsoperationen bei der Totalpivotisierung den entspre-
chenden Aufwand bei der Spalten- oder Zeilenpivotisierung bei weitem tbersteigt
(n3/3 «—— n?/2), verwendet man normalerweise nur die Spaltenpivotisierung.

8.28. Beispiel:Wir betrachten das Gleichungssystetw = b mit
A:(O.OOS 1000) b:<0‘5).
1.000 1000 )’ 1.0
Die exakte Losung lautet
500

[ 9\ [ 0503.
T=1\ 495 | =\ 0497.. )
995
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Auf einem Rechner mit dem Maschinenzahlberdidfil0,2,.,.) erhalt man ohne
Pivotisierung

10)/0005 1
A:>(200 1><0 —200)2““"

Vorwartselimination und Rucksubstitution liefern
0.5
LYy=b=—y= ( _99>
und

" N 0
Ltm:y:>:n:<o.5).

Mit Spaltenpivotisierung wirde das Element als Pivotelement gewahlt werden.
Mit der Permutationsmatrix

01
P=(Vo)
ergibt sich
1 0 11 v
PA:>(0.005 1><o 1):“"
Als Lésung erhalten wir:
- T . 1
Ly=P b:y:<05>
und
- (0.5)
rT=Y=— T = 05 )

Die zweite L6sung istim Rahmen der Maschinengenauigkeit exakt. Den beiden Zer-
legungsvarianten entsprechen folgende Stérungen in der Matrix:

00
5A:A—Lu:<0 1), 164 =1
und
5X:A—PTEL7:(8 0’%05>, |5A]| = 0.005
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Multipliziert man im urspringlichen Gleichungssystem die zweite Gleichung mit
200, so erhélt man das aquivalente System

Az =b

« (1200) - (100
A=(1%2) =)

Wendet man auf die MatriXd den Algorithmus zu.U-Zerlegung mit Spaltenpi-
votisierung an, so wurde kein Spaltentausch erfolgen. Das Elemert 1 wird
als Pivotelement akzeptiert. Im Maschinenzahlber&f10,2, .,.) erhalt man die
Dreiecksfaktoren

. (10\ ~ (1 200
ﬁz(l 1)7 ”:(0—200>'

Fur die Dreieckssysteme werden dann folgende Lésungen berechnet

T~ ~ 100

und

mit

~

R A

Das ist dieselbe schlechte Losung wie beim urspriinglichen System ohne Pivotisie-
rung. Als entsprechende Storung der Matrix ergibt sich wieder

- < s~ (00
5A:A—LU:<O 1).

@

Wie das Beispiel zeigte, lasst sich jedes Nichtnullelement der aktuellen Spalte durch
Skalierung (Multiplikation der entsprechenden Zeile mit einer hinreichend grof3en
Konstanten) zum betragsgrof3ten Element machen. Damit ist die einfache Pivotisie-
rung ohne Berucksichtigung der Gesamtmatrix fraglich. Die Spaltenpivotisierung
sichert, dass das Verhaltnis der NormjegWl *) ||, zu || M *~V ||, nicht groRer als

2 wird. Damit gilt die Abschéatzung

IM®)|| o = 25| Al .
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Die Riuckwartsanalyse déiU-Zerlegung lieferte die Aussage, dass die berechneten
FaktorenC undi{ exakte Dreiecksfaktoren der gestorten Matix- dA sind. Die
Stérung genigte dabei der Abschatzung

0A]|o0 = epsF'(A)|| Al
mit

F(A)=1+3 Z i HAHJ)OO

Fur den gesamten erzeugten Rundungsfehler beim Losen eines Gleichungssystems
mittels LU-Zerlegung erhielten wir

eps(A)cond(A)
1—epgd’'(A)cond,(A)

mit F'(A) = (n+2)F'(A). Die Fehlerkonstant€'(A) lasst sich mittels Spaltenpivo-
tisierung klein halten. Durch Skalierung, also Ubergang zu einer Makrix D A,
wobei D eine Diagonalmatrix ist, kann abgr ||, so vergréRert werden, dass der
Effekt der Pivotisierung zunichte gemacht wird. Wir wollen darum versuchen, durch
geeignete Skalierung die Norm der Matrix zu verkleinern. Bezuglichodddorm

l&sst sich eine optimale Skalierung angeben.

H‘smHooé

2] o

8.29. Satz:Fur die regulare(n,n)-Matrix A sei die DiagonalmatrixD wie folgt
definiert.

= diag(dl, e ,dn)
mit
| Al

d; = —2lloe
by lag)

=1...n

Dann gilt fur die Matrix A = DA
1.
| Alloo = [|Alloo,

A -

”—1 < -1
= ||A
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3.
CTIC)LT\(A) < condy,(A) = condy, (A)
Beweis:Siehe Ubungsaufgal@lQ. *

Fir die Skalierung aus Sdtz 8|29 gilt

n
z |C~Lw‘ = HAHOO, 1=1,...,n.
=1

Die Betragssummennorm aller Zeilen vdnsind also gleich. Eine Matrix mit dieser
Eigenschaft bezeichnen wir atgilenaquilibriert. Der nachste Satz zeigt, dass ge-
rade die zeilenaquilibrierten Matrizen die beziiglich deiNorm optimal skalierten
sind.

8.30. Satz:Unter allen durch Zeilenskalierung aus eingr,n)-Matrix A hervor-
gegangenen Matrized = D A hat jede zeilenaquilibrierte die kleinste Kondition
beziglich dero-Norm.

Beweis: Die Skalierungsmatrix) aus Sat@9 erzeugt gerade aus der Madrix
eine zeilendquilibrierte Matrixd. Es sei nurD eine weitere Diagonalmatrix, fur die
ebenfalls| A s = | DAl = || Al gilt. (Wegen contA) = [aA| | («A] Y] =
ol HAHWl‘HA_lu — cond A) geniigt es, nur Skalierungen miDA| = || A|| zu

betrachten.) Es sei weiterhil Z O. Dann gilt

— _n
|DA| 1x{ ]Zl"”} Al

Damit folgt
— A
Gl gy
> =1 laijl
und es gilt
~—1 _ 1 Al
A e = [(DA) Hw=[lA*D o= [|A"*D "DD Y|

— 1 d; — 1
S (DA DD Yo = 147 M max {1 1A

{

PARRS

Wegen|| Ao = || A~ folgt daraus sofort cor(dl) < cond A). ®
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Eine Zeilenaquilibrierung mit Spaltenpivotisierung fuhrt daher zu einer Verkleine-
rung der Fehlerschranke

eps'(A)cond(A)
1—eps(A)cond (A) 1>

und damit zu einer Verkleinerung des Rundungsfehlers.

8.31. LU-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung, fiktivem Zeilentausch und fikti-
ver Skalierung:
Es ist die regulare Matrib4 in ein ProduktP A = LU mit einer Permutationsmatrix
P, einer unteren Einsdreiecksmatidxund einer oberen DreiecksmatiX zu zerle-
gen. Die Permutationsmatri® sei dabei auf einem Feldder Langen gespeichert.
{Initialisierung}
Wahle eine Genauigkeitsschranke O.
fori=1ton do

p(i) =1 di =0
for j =1ton do
d; =d;+ |aij\
endfor
endfor

{LU-Zerlegung}
forj=1ton—1do
{Pivotsuche}
piv =0
for k=jtondo
if dj|a;| > piv then
piv = dj|ay;|
i*=k
endif
endfor
if piv = € then
STOPP
endif
{Fiktiver Zeilentausch}
if i* = 7 then
pp=p(i*); p(i*) = p(j); p(J) = pp
endif
{Transformation der Restmatrix}
fori=j+1tondo

p(i).5 = Op(i),j/ Ap(j).j
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for k=j+1tondo
Ap(i),k = Ap(i),k — Ap(i),j " Dp(4).k
endfor
endfor
endfor

Aufwand:~n3/3 Additionen/Multiplikationen

8.32. Beispiel:Wir betrachten wieder das Gleichungssystdm = b mit
A 0.005 1000 b 0.5
~\ 1.000 1000 /)’ -\ 10 /)

Fur die Matrix A ergibt sich die Skalierungsmatrix

2
p_ [ zoos O
0 1

und damit das zeilenaquilibrierte System

~ 001 2 L1 ~
A—=DAgx — | 1005 T005 ( 1 ) _( T005 | — pp—b.
1 1 L2 1

Spaltenpivotisierung fuhrt fir dieses System zur Wahl wgn= "1 als Pivotelement
genau wie beim Beispiel 8.28 mit Spaltenpivotisierung. @

Fuhrt man die Skalierung explizit durchq Multiplikationen), so treten zusétzliche
Rundungsfehler auf. Eigentlich bendtigt man die Skalierungsfaktoren aber nur zur
Festlegung des jeweiligen Pivotelements. Wir suchen dann bei der Spaltenpivotisie-
rung nicht nach dem betragsgréf3ten Element der Restspadtendern nach dem
Element, fur dasi;|a;;| am groBten ist. Diese Vorgehensweise nennt fikdive
Skalierung. Im obigen Algorithmus ist dies dargestellt.

Meist sind die Eingabedaten (Matrix, rechte Seite) fehlerbehaftet. Der Einfluss dieser
Datenfehler Gibersteigt dabei oft den erzeugten Rundungsfehler. In diesem Falle ist es
nicht so wichtig, den Rundungsfehler zu minimieren. Vielmehr ist der Einfluss des
Datenfehler genau abzuschatzen. Es sei also die Matmit dem Datenfehledy A

und die rechte Seitk mit dem Fehlervektodob belastet. Dann gilt die Abschatzung

lA7
16| =

= = (oo A[ flz[| + [l d0bl])
1| A7 8oA|
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8.33. BeispielEs sei

1.00 050 Q00
A= 097 048 000 |, d0A=0,
0.75 000 —-0.75

3.50 1
b= 337 |, &pb=103| 1 |.
—6.75 75

Es folgt

—96 100 O 1 4
Al=| 194 =200 O | :13—( 5), 6:13—103( —6)
4
3

-96 100 — 10 —-96

mit ||dx||.c = 0.096. Die obige Abschéatzung liefert aber
102 ]|0 = || A s0]|00b]|s0 = 394-75-1073 = 29,55,

Diese Abschéatzung ist zu pessimistisch. Multiplizieren wir nun die letzte Gleichung
in dem System mi%, so erhalten wir

/100 050 000 ~
A=| 097 048 000 |, &A=0,
0.01 000 —0.01

B 3.50 B 1
b= 337 |, dpb=103( 1 |,
—0.09 1

B —96 100 O
At=| 194 —200 0|, z==, éx=2oz.
—96 100 —100

Hier liefert die Fehlerschatzung
16| = 6.4 |ocl|80bl|oc = 394- 1073 = 0.394
Diese Abschéatzung liegt in der GréRenordnung des wahren Fehlers. @

Das Verhalten, das im letzten Beispiel geschildert wurde, ist auch im allgemeinen
gultig. Durch Aquilibrierung des Fehlervektors der rechten Seite erreicht man rea-
listischere Fehlerabschatzungen. Gleiches gilt beziglich einer Zeilenaquilibrierung
des Fehlers der Koeffizientenmatrix. Damit ergeben sich folgende Skalierungsregelin:
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R1 Sind die Eingabedaten nicht fehlerbehafi&4 = O und dpb = o) skaliere
so, dass die Matrix zeilenaquilibriert wird:

A
I L
> =1 laij|

R2 Ist die rechte Seite fehlerbehaftet mMdpb| = Ab und die Matrix exakt bzw.
|60A|| < ||Ab|| skaliere so, dass der Fehlervekédr aquilibriert wird:

_max_g (A} [Ab]
Ab; Ab;

dl' izl,...,n.

R3 Ist die Matrix fehlerbehaftet mitooA| = AA und die rechte Seite exakt bzw.
|60b|| < ||AA|| skaliere so, dass die FehlermatfiX zeilenaquilibriert wird:

_ _[190A]le

d; = 21902
LY Bag

=1...,n

R4 Sind sowohl die rechte Seite als auch die Matrix fehlerbehaftefdght = Ab
und|dpA| = AA skaliere so, dass der Fehlervektor

Az = AA|x|+ Ab
aquilibriert wird:

_max g {0z} [Az]

d:
! AZZ‘ AZZ‘

1=1,...,n.

Bemerkung: Zum Berechnen der Skalierungsfaktoren in Rdglist die Kenntnis
der Losunge notwendig. Darum wenden wir einen zweistufigen Prozess an.

S1 Skaliere mitR1 und berechne Losung,.
S2 Berechné\z und D nachR4 und schatzgdx||.. geman

. A
1-|AD 7| DAA|

10| 1Az]]oo-
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8.2.4. Symmetrische Matrizen

Die gesamte Information einer symmetrischen Matrix ist auf dem oberen (unteren)
Dreieck der Matrix einschlief3lich der Diagonalen enthalten. Man benétigt so ge-

genuber einer unsymmetrischen Matrix nur etwa den halben Speicherplatz. Beim
Ldsen von Gleichungssystemen mit symmetrischen Koeffizientenmatrizen lasst sich
der Rechenaufwand ebenfalls halbieren. Eine hinreichende Bedingung liefert der fol-
gende Satz.

8.34. Satz:Der GAusssche Algorithmus sei fir die symmetrisghen)-Matrix A
ohne Pivotisierung durchfihrbar. Dann gilt

A=LU =LDL?

mit D = diag(u11, . .., Unn)-

Beweis:Es ist zu zeigen, dags = DL gilt. Es seiR = D~1U. Dann istR obere
Einsdreiecksmatrix, und es gt = LD R. Aus der Symmetrie vod folgt

LDR=(LDR)' =R'DL".
Daraus erhalt man
-1
(RT> LD=DL"R L.

Auf der linken Seite der Gleichung steht eine untere Dreiecksmatrix mit den Diago-
nalelementenly,...,d,. Auf der rechten Seite steht eine obere Dreiecksmatrix mit
den Diagonalelementet, ..., d,. Das ist aber nur méglich, fal®L"R~' = D

ist. Damit folgt dannL” = R. *

Erh&lt man eine Zerlegung der Forsh= LDL”, so war offensichtlich di€.U-
Zerlegung ohne Pivotisierung durchfiihrbar. Damit ist die Bedingung auch notwen-
dig. Eine Pivotisierung wirde im allgemeinen die Symmetrie der Matrix zerstéren.
Denkbar ist nur eine Diagonalpivotisierung, also ein simultaner Zeilen- und Spalten-
tausch. Dabei werden nur Diagonalelemente als Pivotelemente ausgewahlt.

Wir wollen nun zeigen, dass dieDL”-Zerlegung einer symmetrischen Matrix et-
wa nur halb soviel Rechenoperationen erfordert wieldieZerlegung. In Ubungs-
aufgabe 15 wird gezeigt, dass alle Restmatriaéft) bei der LU-Zerlegung einer
symmetrischen Matrix ebenfalls symmetrisch sind, falls ohne Pivotisierung gearbei-
tet wird. WegenU = DL durfen die Elementé;; auf dem oberen Dreieck von
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A gespeichert werden. Mit den Elementen \Brnwerden die entsprechenden Dia-
gonalelemente vom Uberschrieben. Somit ergibt sich naklSchritten folgende
Situation:

(dl lor -+ Ly a1 - la \
dz " g2 gy In2
Ak — di ik o ok
(k) (k)

Apy1k+1 Aptr1n

\ alrl )

(Dabei ist in der Abbildung nur das obere Dreieck der aktuellen Iterationsmatrix
angegeben.) Im nachsten Transformationsschritt wird folgendes berechnet:

() ()

dpr1 = apiq gy (RS a0 #0),
(k)
a .
k+1,i .
g = =5 i=k+2.m,
k+1
(k+1) (k) (k) - .
a;; = a _li,k+lak+1,j7 1=k+2,....n, j=1,...,n.

Wir erhalten den folgenden Algorithmus.

8.35.LDL"-Zerlegung:

Es ist die regulare symmetrische Matri in ein ProduktA = LDL™ mit einer
unteren Einsdreiecksmatrik und einer DiagonalmatrixD zu zerlegen. Von der
Matrix A ist nur das obere Dreieck einschliel3lich der Diagonalen gespeichert.

{Initialisierung}
Wahle Genauigkeitsschranke> 0.
{(LDL"-Zerlegung)}
fork=1ton—1do
if \akk| = ¢ then
STOPP
endif
{Transformation der Restmatrix}
fori=k+1tondo
I = agi/ag
for j =iton do
a;j = aj; —l-ay;
endfor



142 KAPITEL 8. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

agi =1
endfor
endfor

Aufwand:~n3/6 Additionen/Multiplikationen

Ist von einer symmetrischen Matrix eideD LT -Zerlegung bekannt, so I6st man ein
lineares Gleichungssystem in drei Schritten:

Ly=b, Dz=y, L'z=z
Man erhélt folgenden Algorithmus.

8.36. Losen eines linearen Gleichungssystems bei bekannieb L™ -Zerlegung:

Esistdas lineare Gleichungssystetw: = b mit der regularen symmetrischen Matrix
A zu ldsen. Von der Matri¥ sei eine Zerlegung der Ford = LD L™ mit einer
unteren Einsdreiecksmatrik und einer DiagonalmatrixD bekannt. Dabei ist die
Matrix L’ auf dem oberen Dreieck der Matri4 und die DiagonalmatrixD auf der
Diagonale der MatrixA gespeichert.
{Ly = b}
{b wird mit y Uberschrieben.}
fork=1ton—1do
fori=k+1ton do
bi = b; — ay; - by,
endfor
endfor
{Dz =y}
{y steht auf dem Speicherplatz vbrind wird mitz tberschrieben.}
fori=1ton do

bi = b;/aj
endfor
{(LTz = 2}

{z steht auf dem Speicherplatz vbrind wird mitx Uberschrieben.}
for k =nto2step—1do
fori=1tok—1do
bi = b; — ayj - by,
endfor
endfor

Aufwand:~n? Additionen/Multiplikationen

Es bleibt die Frage zu klaren, fir welche Matrizen eln@ L™ -Zerlegung mdglich
ist. In Satz] 8.34 hatten wir gesehen, dass das genau dann der Fall ist, wenn der
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GAusssche Algorithmus ohne Pivotisierung durchfiihrbar ist. Eine Klasse von Ma-
trizen, fur die dies zutrifft sind die sogenannten diagonaldominanten Matrizen.
Eine symmetrischén, n)-Matrix A heil3tstreng diagonaldominant falls

|aii| > Z ‘am|
J#Z

fur : = 1,...,n gilt. Bemerkung: Im unsymmetrischen Falle gilt analo§trenge
Zeilendiagonal- dominanzbzw. Strenge Spaltendiagonaldominanztalls

lai;| > z aij], i=1,....n
J#z

bzw.

|ai| > z lajil, i=1,...,n
J#Z
gilt.

8.37. Satz:Fur streng diagonaldominante symmetrische Matrizeist die LD L7 -
Zerlegung durchfiihrbar. Die berechneten Fakto#rund D sind exakte Faktoren
der Zerlegung einer gestorten Matrix

A+3A=LDLT.

Die StoérungdA genigt der Abschéatzung
10A|oc = epsE'(A)[| Al

mit F(A) =1+3(n—1) =~ 3n.

Beweis:In den Ubungsaufgabén|15 uUnd 16 wird gezeigt, dass die Symmetrie und die
Diagonaldominanz bei einem Transformationsschritt erhalten bleiben. Die Diagonal-
dominanz wird sogar verstéarkt. Damit ist der gesamte Algorithmus durchfiihrbar. Es
gilt nach Ubungsaufgalpe [16

2)
M0 D)oo = MO Do = - = Moo = [M O] = | Al

Mit Satz[8.27 folgt dann sofort die Existenz einer Storddgmit A +6A = LDLT
und||6A||c = eps(1+3(n — 1)) Al|oc- *
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Bemerkung: Die Abschatzung
10A[|loc = eps(1+3(n— 1)) Al

gilt auch fur die LU-Zerlegung einer zeilendiagonaldominanten unsymmetrischen
Matrix.

Eine weitere Klasse von Matrizen, fur die den@ssche Algorithmus ohne Pivoti-
sierung durchfiihrbar ist, ist die Klasse der positiv definiten Matrizen.

Eine symmetrische MatriXA heil3tpositiv definit, falls fur alle Vektorenr € R"

mit  # o ’ Az > 0 gilt. Gilt fur alle Vektorenaz € R” mit  # o 2 Az < 0,

so heil3tA negativ definit, in den tbrigen Fallemdefinit. Wir zeigen zunéchst die
Durchfiihrbarkeit del. D L7 -Zerlegung fiir positiv definite Matrizen.

8.38. Satz:Fiir jede symmetrische, positiv definite Matéist die LDLT-Zerle-
gung durchfihrbar. Man erhélt eine Diagonalmatrix

D =diagds,....dn), d; >0, i=1....n.

Beweis:Wir beweisen den Satz mittels Induktion tGber die Dimensialer Matrix.
Furn = 1 ist die Behauptung offensichtlich richtig.

Wir nehmen an, dass jede symmetrische, positiv definite Matrixk R*** in der
Form A = LDL" mit D = O zerlegbar ist. Nun betrachten wir eine Matuik €
R*+1x(E+1) Diese Matrix sei folgendermaRen partitioniert:

- ([ ADb ek
A_<bTa>’ A eR""

Mit einem beliebigen Vektox € R", x # o folgt

0<@?m£<g):@?m<£;Z)(g>:#nm

Damit ist die Matrix A ebenfalls positiv definit, und es existiert wegen der Voraus-
setzung eine Zerlegund = LD L. Wir erhalten

— LDLT b
i (PPE Y,

Nun machen wir flr die Faktoren der Zerlegung varden Ansatz
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Es folgt

o= (3 ) ()7 1)

LDLT LDec
cI'DLT cTDc+d

([ LDL" b
o bl a )
Daraus erhalten wir
c=D 1L 1
und
T 1 T 1 1 T 1
d=a—b (L— ) DL b=a-blA .

Aus der Regularitat voiD und L folgt sofort die Existenz vom. Es bleibt dann nur
noch die POS|t|V|tat vod zu zeigen. Dazu sej € R die Losung des Gleichungs-

systemsL y = e;1. Dann folgt aus der positiven Definitheit voh
0< yTA_y = yTED_ETy = e£+1D_ek:+l =d.
*

Ohne Beweis seien die Ergebnisse der Rundungsfehleranaly®der-Zerlegung
einer symmetrischen, positiv definiten Matrix angegeben.

8.39. Satz:Die LD L”-Zerlegung ist fiir die symmetrische, positiv definite Magix
auf einem realen Rechner mit> 0,7 = 1,...,n, durchfhrbar, falls

_ 1
eps || A~ o]l Allr <

mit ' =n+2In(n/2) =~ n gilt.
Zu den berechneten FaktorghundD existiert eine symmetrische Storufid mit

A+6A=LDLT,
Die Stdrung geniigt der Abschéatzung

|0A] F = eps|| Al p.
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Die zub € R” berechnete Losung ist exakte Losung des gestdrten Problems
(A+0A)x=b
mit der symmetrischen Storuidgl, die der Abschétzung
|8A], = eps|| Al
mit
B 2n3/2 + F ~ 2n3/? fir p=F
F =
n32 4 n+nY2F ~2n%2 fur p=2
genugt.

Fur positiv definite Matrizen lasst sich auch eine Zerlegung der Roe L L’ mit
einer unteren Dreiecksmatrik angeben. Ein Vergleich mit dgrDLT-Zerlegung
zeigt, dass dand = L DY?2 mit

Dl/Z:diag<\/d7,...,\/d7n)

gilt. Diese Zerlegung wird als OLESKY-Zerlegung bezeichnet.

8.40.CHOLESKY-Zerlegung:

Es ist die symmetrische, positiv definite MatAxn ein ProduktA = LL" miteiner
unteren DreiecksmatriX zu zerlegen. Von der MatriA sind nur das untere Dreieck
und die Diagonale gespeichert.
{Initialisierung}
Wahle Genauigkeitsschranke> 0.
{Zerlegung}
for k=1ton do
if az, = e then
STOPP
endif
agk = \/Qkk
{Transformation der Restmatrix}
fori=k+1tondo
ik = @ik Ok
endfor
fori=k+1tondo
for j =iton do
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a;j = a;j—l-ajp
endfor
endfor
endfor

Aufwand:~n2/6 Additionen/Multiplikationen +: Wurzeln

Das Losen eines Gleichungssysteds = b erfolgt dann in zwei Schritten:
ﬁy =0, IA}T:B =1v.

Fir die Rundungsfehleranalyse det@ EsSKY-Zerlegung gelten alle Aussagen von
SatZ 8.3 mit” = n+ 1+ 5Inn. Fur groRes: gilt wieder F ~ n und F ~ 2n%/2,

Die LDLT-Zerlegung ist nicht fiir alle regularen symmetrischen Matrizen durch-
fuhrbar, auch nicht falls man Diagonalpivotisierung zulasst.

8.41. Beispiel:Fir die Matrix

012
A= 101
210

existiert keineLD LT -Zerlegung. Q

Fur derartige Matrizen existieren aber sogenannte Blockfaktorisierungen der Form
pPAPT = LDL"
mit
I D,
I G’.Zl I 2 O D,
Gn G - I D,
Die Dimension der DiagonalblockE bzw. D; betragt jeweils 1 oder 2. Fir diese

Blockzerlegungen existieren auch Pivotstrategien, die die Stabilitdt der Algorithmen
verbessern.

8.2.5. Orthogonalisierungsverfahren

Lésen wir ein lineares Gleichungssysteta: = b mittels einerL.U-Zerlegung von
A, so qgilt

Ly=P'b, Ux=y.
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Fur den Einfluss von Fehlern iA, b, L, U undy gelten die Abschatzungen

1ozl - [HéAH Hébl\]
——— > condA +
] A

bzw.
1oyl - {uaLn HébH]
21 < condL + :
vl NI
1ozl - [ku Héy\\]
—— = condU + )
] W o " Tl

Die maximale Fehlerverstarkung beim Lésen der Dreiecksysteme wird daher durch
die GroRRe con@)condU) beschrieben. Wegen der Submultiplikativitat der zu-
grunde liegenden Matrixnormen gilt aber

cond A) = cond L)condU).

Dabei wird das Produkt der Konditionszahlen vbrund U die Konditionszahl von
A bei weitem Ubertreffen.

8.42. Beispiel:Fir die Matrix

1 0 01
1 1 01
A= 1 1 11
1 -1 -1 1

ergeben sich die Faktoren

1 1001
-1 1 10 2
L=| _41 1 1 , U= 1 4
-1 -1 -1 1 8
Weiterhin ist
4 —2 -1 —1
. 1l o0 4 —2 -2
1
A7=2l0 0 4 -4
4 2 1 1
1 8 00 -1
1 11 4 1 8 0 -2
L==(511 , U — 8 8 —4
4211 1
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Damit gilt

cond(A) = [[A[2|A|1=4-1=4,

cond(L) = ||Lf2|LY1=4-8=32
cond(U) = |U||1|U|1=15-1=15.
Hier ist 4= cond A) < cond (L)cond (U) = 480. @

Eine Forderung an Zerlegungen einer MatAxder FormA = A1 A5--- A, wére
damit die, dass das Produkt der Konditionszahlen der Faktdren.., A; nicht
wesentlich grolRer sein sollte als die Konditionszahl vbnNoch besser ware es,
falls

cond A) =cond A;)---cond Ay,)

gelten wirde.

Bezlglich der Spektralnorm lassen sich solche Zerlegungen sofort angeben. Da die
Spektralnorm invariant gegeniiber orthogonalen Transformationen ist, gilt fr eine
Zerlegung der FormA = QQ R mit einer orthogonalen Matrig):

IAl2=QRl2=IRll, A 2= R'Q"|l2= R *|2.

Damit folgt con@(A) = conc(R). Fir orthogonale Matrizen gilt copt) = 1,

so dass sich insgesamt cond ) = conc(Q)cond(R) ergibt. Ist nun noclR eine
obere Dreiecksmatrix, so verwendet man die Zerlegdng QR zum Ldsen von
linearen Gleichungssystemetic = b. Man erhaliz als Losung von

Rx=Q"b.

Die Frage nach der Existenz einer solchen Zerlegung lasst sich sofort beantworten.
Es qilt

8.43. Satz:Fur jede reguldre MatrixA existieren eine orthogonale Matriig und
eine obere Dreiecksmatrik, so dassA = QR qilt.

Beweis:Man wende das &iMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren auf die Spal-
ten vonA an. S

Mit dem ScHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren hatte man sofort einen Algo-
rithmus zum Berechnen ein€xR-Zerlegung. Leider ist dasc®iMIDTsche Orthogo-
nalisierungsverfahren aber nicht numerisch gutartig, wie das folgende Beispiel zeigt.
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8.44. Beispiel:Wir betrachten die Matrix

OO m
oM Op
N OO R
O OOop

Fire geltec > eps, abet? < eps, so dass ¢l + <) = 1. Das HMIDTsche Ortho-
gonalisierungsverfahren liefert dann

1 0 0 0

1 a4 1 1 11

Q- V22 R 0ev2 00

_0% o o> "o o0e/20

o o L o 0 0 O0c¢
V2

Damit ist zwar eine exakte Zerlegung gegebdn= Q R, aber die Matrix(Q ist
extrem nichtorthogonal:

2 €
(1+5 —\/Lé —72 —5\
5 113
TH 2 2
Q Q= _ £ 1 1 L
V2 2 V2
1 1
\ ¢ % v 1)

Wiirde man mit dieser Zerlegung ein Gleichungssystem= b gemaRRx = Q”b
l6sen, so wirde man einen grof3en Fehler erhalten. Zum Beispiel ergibt sich fur die

rechte Seite

4

b= mit exaktem x = die Losung x =

(LIS
R OOEPR

e N

™

@

Das SHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren ist daher in dieser Form fiir Com-
puterrechnung nicht geeignet. Es existiert aber eine Modifizierung des Verfahrens,
die diese numerischen Schwierigkeiten Uberwindet. Wir wollen jedoch ein anderes
Verfahren zum Berechnen ein@m?-Zerlegung einer Matrix4 behandeln.
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Das Householder-Verfahren

Erinnern wir uns zunachst an dem@ssschen Algorithmus. Dort wurde mit Hilfe
von elementaren Transformationsmatrizen (LNT-Matrizen) die Matrix schrittweise
auf obere Dreiecksform transformiert. lkaten Schritt wurden durch die Transfor-
mation mit L;(—1;) in der k-ten Spalte unterhalb der Diagonalen Nullen erzeugt.
Wir wollen nun orthogonale Transformationsmatrizen konstruieren, mit denen wir
ahnliches erreichen. Wir suchen nach einer orthogonalen M&trdie einen Vektor

a € R” auf ein Vielfaches des ersten Einheitsvekiers R* transformiert:

Pa = pe.

Wir werden sehen, dass dies mibHSEHOLDERSpiegelungen mdglich ist. Es sei
daherP eine HOUSEHOLDERMatrix

P=H=1I-2uu', vwu=1

Den Vektoru bestimmen wir so, dass
Ha=(I-2uu')a=e;

erfullt ist. Da H orthogonal ist, gilt
lallz = ||Hall2=[[¢eill2 = |o| lex]|2 = |o].

Damit folgt o = +||a|> und

(I—2uula = =+|a|qex, (8.10)
a—2u(ula) = =+|ales, (8.11)
a T |all2es
= —( 7 8.12
“ 2(ula) (8.12)
Aus Gleichung 8.11 ergibt sich
al {a—Zu(uTa)} = +|la|2ales,
lall3—2(u"a)* = £|all2a’ ey,
(WTa)? — Fllal2a"e1—[lal3 _ oa1— o
2 2
T oay — 02
ua = \|—————

2
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wobei a1 die erste Komponente des Vektaisbezeichnet. Setzt man dies in die
Gleichund 8.1IP ein, so erhalt man

a — pex

v/20(0—a1)

und
H = I ounl =128 e(@—cen)!
20(0—a1)
— I— (a—ge1)(a—ge1)" 7 vol
o(o—az) 7y
mit
al— o
az
V=a—pe;—= : , VZQ(Q—CL]_)
ar

Damit haben wir die gesuchte Transformation gefunden. Fir die Wahd gtehen
uns zwei Moglichkeiten zur Verfiigung:

o=|lal2 oder o= —|al>.

Wir werden das Vorzeichen vanso wéhlen, dass beim Berechnen von a; kei-
ne Ausléschung auftrittp und a1 missen entgegengesetzte Vorzeichen haben. Wir
erhalten den folgenden Algorithmus.

8.45. Festlegen deHoUSEHOLDERMatrix zur Transformation eines Vektors
auf ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors:
Es sei ein Vektoa € R* gegeben.
S0 Berechne = VaTa = ||a.
S1 ifop=0then H =1 STOPP.
S2 ifa; > 0thenp= —p.
Berechnev = a — pe1 undy = o(p — a1).
Die Matrix H = I — vv’ /v ist dann orthogonal und es gilt

Ha = pe.

Aufwand:~n Additionen/Multiplikationen, eine Quadratwurzel.
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Das Berechnen der Transformation eines Vektomrsrfolgt nach folgendem Algo-
rithmus.

8.46.HOUSEHOLDER Transformation:
Gegeben sei ein@:, n)-HOUSEHOLDERMatrix

H=1-vvl/y.
Zu berechnen ist fur einen Vektoarc R" der Vektor
y=Hzx.

SO Berechned = v’z /7.

S1 Berechney = x — (v
Aufwand:~2n Additionen/Multiplikationen.

Bemerkung: Die Matrix H braucht explizit nicht berechnet zu werden. Die gesam-
ten Informationen sind im Vektas und in~ enthalten. Das explizite Berechnen der
HousEHOLDERMatrix ist aufwendig €n?/2 Additionen/Multiplikationen). Das
Berechnen des Vektorg = Hx wiirde sogar~n? Operationen kosten, falls man

ihn in der Form Matrix mal Vektor berechnet.

Mit Hilfe der letzten beiden Algorithmen entwickeln wir nun einen Algorithmus zum
Transformieren einer Matrix auf obere Dreiecksform. Wir nehmen an, dass wir nach
k — 1 Schritten die Matrix auf die Form

k-1 k-1 k-1 k-1
[y el aik D ag )
0 ' : ' :
L k-1 - k-1
Ak=D) _ : . al(c—l,lz:—l 1% 1% a/%k—Llr))L
o .- 0 ek kn
\ o ... 0 ag‘];—l) a%’j;l)/
( R(k)—l)
B \ O | M

mit R~ ¢ RE=1xn pp(k=1) ¢ Rn—k+1D)x(n=k+1) yransformiert haben. Im nach-
sten Schritt wahlen wir eine duseHoLDERMatrix H*) so, dass die Teilmatrix
R =D unverandert bleibt und die erste Spalte \ilef*~b auf ein Vielfaches des
entsprechenden Einheitsvektors abgebildet wird. Damifhdt folgende Struktur

=Y 0
k) _
HU( o HW
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mit
* K * *x * *
N T M ")
0O -+ *% 0
Damit gilt
7%= o R(F-1)
k) 4 (k—1
HW®F) AR-1) (k) -
o H o | a1
R*-1)
- o | % prk-1)
( R(k‘—l) \
* Kk e % R(k)
pu— O pu—
o | . A o M®»
\ o /

mit R%) € R¥*" und M*) ¢ ROk x(=Fk) Nachn — 1 Schritten ist schlieRlich
MY ¢ R¥1 pannistA" Y obere Dreiecksmatrix, und es gilt

R=A0"Y _ g0 gc=2 g@gda
bzw.

A=HYHO? .. gr-2dgh-Yp_QR
mit der orthogonalen Matrix

Q=HYHO?... gr-2gh-1)

Die Matrix @ braucht nicht explizit berechnet zu werden. Es gentigt, die Vektoren
v®) und die; zu speichern. So sind diedSEHOLDER Transformationen

H® = 1 —oWy®’ /o,

und damit die MatrixQ jederzeit kostengiinstig rekonstruierbar. Die Vektowéf,
k=1,....,n—1, diurfen &hnlich wie bei detU-Zerlegung auf dem freiwerdenden
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Speicherplatz unterhalb der Diagonalen abgelegt werden. Man bendtigtireler
Spalten — k + 1 Speicherplatze fiw*). Das ist ein Speicherplatz mehr als unterhalb
der Diagonalen frei wird. Darum benutzt man Ublicherweise die Positiérigan

in derk-ten Spalte zum Speichern vef). Die g;, = r; und diev, werden in zwei
zuséatzlichen Feldern der Langegespeichert. Mit diesen Konventionen geben wir
nun den Algorithmus an.

8.47.C) R-Zerlegung einer Matrix nach HOUSEHOLDER
Es ist die regulardn,n)-Matrix A in ein ProduktA = QR mit einer orthogonalen
Matrix @Q und einer oberen DreiecksmatriR zu zerlegen.

{Initialisierung}

Wahle eine Genauigkeitsschranke O.

{Q R-Zerlegung}

fork=1ton—1do

{Berechnen der Transformationsmat# "))}

Ok = \/a%k+a%+l,k+”'+a%k
if 0. = e then
STOPP
endif
if ar;. > 0then
Ok = — 0Ok
endif
Ak = Ak — Ok
Tk = — Ok Qkk
{Transformation der Restmatrix}
for j=k+1tondo
6=0
for i =k ton do
B =pB+ai-ai
endfor
B= B/
for i = kton do
ajj = aij — - aig
endfor
endfor
endfor
On = Qnn

Aufwand:~2n3/3 Additionen/Multiplikationenp Quadratwurzeln.
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Bei gegebenef) R-Zerlegung einer MatrixA lasst sich dann jedes lineare System
Ax = b in zwei Schritten l6sen:

c=Q'b, Rzx=c.

Wurde die Matrix@ als Produkt von l@USEHOLDERMatrizen abgespeichert, so
stellt sichQ” ebenfalls als Produkt von d¥USEHOLDERMatrizen dar. Aus

Q=HYH®.. gr-2ghr-1
folgt wegen der Symmetrie derdySEHOLDERMatrizen
QU =g Vg2 .. gOHD
Damit lasst sicte = Q7'b nach folgendem Algorithmus berechnen.

8.48. Losen eines Gleichungssystemtsr = b bei gegebener) R-Zerlegung der
Matrix A:

Es ist das Gleichungssystefu = b zu I6sen.

Fur die Matrix A wurde mit obigem Algorithmus eirdgRz-Zerlegung berechnet.

{Berechnen vore = Q” b}
fork=1ton—1do

B=0
for:=kton do
G=0G+bi-ai
endfor
B =B/
for:=kton do
bi =bi— - ajk
endfor
endfor

{LOésen vonRx = c}
for k=ntolstep—1do
fori=k+1tondo
b = b — b - ag;
endfor
by, = i,/ o,
endfor

Aufwand:~n? Additionen/Multiplikationen.

Ohne Beweis sei ein Satz Uber das Rundungsfehlerverhalten @lesgioLDER
Verfahrens angegeben.
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8.49. Satz:Die HouseHoLDEROTrthogonalisierung ist fr eine regulare MatriA
mit o,. = r # 0, k = 1,...,n, durchfihrbar, falls

k=epg'condA) <1
mit
3\ 52 5/2
F=314(1+— |n”“~4n
n
gilt. Es existiert eine orthogonale Matri@, so dass fiir den berechneten Dreiecks-
faktor R gilt
QR =A+6A
mit
|0A| = eps|| Al|.

Fiir die durch die Vektoren™@, ..., v("~1) reprasentierte MatrixQ gilt
é=gl (Q7b) = Q" (b+4b)
mit

F
6] < eps—[b].

Y

Bemerkung: Das zu lésende DreieckssysteRw = ¢ entsteht damit durch eine
exakte orthogonale Transformation mit der Mati)aus dem gestdrten Gleichungs-

system
(A+0A)z = b+ 6b.

Das Losen eines linearen Gleichungssystems mit demd#HOLDERVerfahren ist
demnach ein numerisch gutartiger Prozess.

8.50. Beispiel:Wir betrachten wieder die Matrix

O m Bk
oM O
N OO R
(= @ I @ JEEN
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mit e > eps und:? < eps.
Das HouseHoLDERVerfahren liefert im Maschinenzahlberei®i(10,2,.,.) die

Faktoren

g [} [}
(-1 5 % ) (-1 -1 -1 -1
I N 0 &v2 5 =
o- V2 Ve V3 R— vz V2
- 1 1 1 ’ - 0O 0 =X =
0 B % Ve Ve
2 4 0 0 0 —=
\ o 0 % &) \ V3
Damit gilt
0 &2 2 2
00 0O
0A=QR-A=| 7 9 o 0
00 0O
und
e 0 0 0
0 2 V32 /B2
olg-1= ’ ° .
- 0 V3e e“ V2
6 6 3
0 V6?2 _v22 2
6 3 3

Das ist eine im Rahmen der Maschinengenauigkeit exakte Zerlegung mit einer im
Rahmen der Maschinengenauigkeit exakten orthogonalen Matrix. @

8.3. Iterative Verfahren

8.3.1. Iterationsverfahren und ihre Konvergenz

Neben den direkten Losungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme, die nach einer
wohlbestimmten Maximalzahl von Rechenoperationen eine Ldsung liefern, existie-
ren iterative Verfahren, die zu einem linearen Gleichungssysdaem= b und ei-

nem Startvektor(®) € R" eine Folge{x("};cy C R” liefern, die gegen die Lésung

des Gleichungssystems konvergiert. Charakteristisch fur die direkten Verfahren watr,
dass die Koeffizientenmatrix des Systems in ein Produkt einfacherer Matrizen zerlegt
wurde. Damit dirfen wir die direkten Verfahren auch als Zerlegungsmethoden oder
Faktorisierungsverfahren bezeichnen. Charakteristisch fiir die iterativen Verfahren
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wird sein, dass man die MatriA in unveranderter Form im Algorithmus verwendet.

Wie wir spater sehen werden, benétigen wir eigentlich nicht die Matrigelbst,
sondern nur einen Algorithmus, der zu gegebenemR" den Vektory = Ax be-
rechnet. Damit sind diese Verfahren besonders fiir gro3e Systeme mit schwach be-
setzten Matrizen attraktiv.

Damit ein Iterationsverfahren sinnvoll und gegenuber einem direkten Verfahren kon-
kurrenzfahig ist, sollte es folgende Bedingungen erfiillen:

Al Der Aufwand fiir den Ubergang?) — x(i+1) sollte méglichst gering sein.
Die Anzahl der bendtigten Rechenoperationen fur einen Iterationsschritt sollte
in der GréRenordnung? oder kleiner liegen. Der Aufwand furr einen Iterati-
onsschritt sollte den Aufwand fiir das Berechnen von Matri¥ektor nicht
wesentlich Gberschreiten.

A2 Das Verfahren sollte fiir beliebige Startvektoeef? konvergieren. Die Kon-
vergenzgeschwindigkeit sollte mdglichst grol3 sein.

Wir betrachten folgenden allgemeinen Ansatz: Es Aai = b ein lineares Glei-
chungssystem mit der regularen Matr der Vektorz = A~1b ist die exakte Lo-
sung dieses Systems. Weiterhin f&eine beliebige regulare Matrix. Dann gilt

(A-B+B)x = b,
Bx (B—A)x+b,
x = BYB-A)xz+B b,
x = (I-BtA)z+B .

Das lineares Gleichungssystefa = b ist zur Fixpunktaufgabe
x=0x)=(I-B tA)z+B b

aquivalent. Zum Lo6sen der Fixpunktaufgabe liegt es nahe, ein Iterationsverfahren
anzuwenden:

Wahlez(© € R",
Furk =0,1,... berechnec*+1) durch Lésen von

Bz*) = (B— A)z™ +b.
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Je nach Wahl vorB erhalt man verschiedene Iterationsverfahren. Um der Anfor-
derungAl zu genigen, isB mdoglichst einfach zu wéahlen. Es bieten sich wieder
Diagonalmatrizen, Dreiecksmatrizen oder orthogonale Matrizen an. Die Forderung
A2 ist offensichtlich erfillt, fallsp auf dem gesamteR' ein kontrahierender Ope-
rator ist. Das ist eine Forderung an die Mathif = I — B~ 1 A. Es gilt der

8.51. Satz:

1. Das lterationsverfahren
2 = (1-B1A)z® + B %

Ist konvergiert dann und nur dann, wenn der Spektralradius der Madifix=
I — B 1A Kleiner alsl ist:

oI-B1A) <1

2. Hinreichend flr die Konvergenz ist die Bedingung

I(I-BtA| <1
bezlglich einer beliebigen Matrixnorm, die mit einer Vektornorm vertraglich
Ist.
Beweis:

1. Wir nehmen zunachst an, dass die Iteration konvergiert. Dann gilt

lim 2(*)

k— 00

=T

Mit Az = b. Fir den Fehlervektof®) = z(*) — g folgt
f(k-i-l) _ (k—l—l)

= x
= I-B'A)zW+B b—u

= (I- A)(( —z)+(I-BtA)x+B b—=a
= I-B'A)f®W4+z-B W+B Wb—=u

— I-B7tA)f®,

Aus der Konvergenz folgt weiterhin

lim f

k—o00
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Wahlt man den Startvektor so, da}ﬁ@) ein Eigenvektor der Matrid — B~1A
zum Eigenwert\ ist, so gilt

£k = (I—B_lA)kf(o) =\ f(O),
Wegenf© -£ 0 muss dann aber

lim \*=0

k—o00

und damit|\| < 1 gelten. Da ein beliebiger Eigenwert voili — B~ 1A war,
folgt o(I —B71A) < 1.
Nun nehmen wir an, dag§I — B~1A) < 1 gilt. Es folgt

lim o ((I—B_lA)k) — lim (Q(I—B_lA))k —0,

k—o0 k—o0
also

Jim (I — B A} =0
und

Jim f* =1 -B 1A f0 =0,

2. Nach Satz 8|7 folgt aysl — B 1A|| < 1 sofort

oI-BtA)slub(I-B1A)s | I-B 14| <1
und mit der ersten Aussage des Satzes die Konvergenz des Verfahrens.
%
Die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens hangto(dn- B—1A) ab. Je klei-

ner der Spektralradius, desto schneller die Konvergenz.

8.3.2. Das Jacobi- und das Gaul3-Seidel-Verfahren
Es seid € R™*" eine Matrix mita;; # 0 firi =1,...,n. Wir wahlen
B =diaga11,a22, ... ,anp)-

Damit ergibt sich aus dem allgemeinen Ansatz fir Iterationsverfahrenadass}
Verfahren:
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8.52.JacoBli-Verfahren:
Es ist das Gleichungssystef = b zu l6sen. Fir die Matrix4 € R"*" gelte

aiﬁéo, izl,...,n.

S0 Waibhle einen Startvektar(©) ¢ R™*" und setze = 0.

S1 Berechne
for k=1ton do

(i+1) _ 1 < ()
x =— | b — Qi
! ol KL le ki
J#k
end
S2 Setze =i+ 1und gehe zu Schri§l

Das AcoBli-Verfahren wird auch algeration in Gesamtschritten bezeichnet. Als
lterationsmatrixVM = I — B~ 1A erhalt man

ail ail
M — a2 a2
_ Gp1  _ Aan2 O
Qnn Ann

Nach Satz 8.51 konvergiert das Gesamtschrittverfahren genau danng (< 1
gilt. Diese Bedingung laf3t sich im allgemeinen schwer nachprtfen. Hinreichende
Konvergenzbedingungen erhélt man jedoch leicht.

8.53. Satz:

1. Starkes Zeilensummenkriterium
Das Gesamtschrittverfahren konvergiert fir alle Matrizére R"*" mit

n
;| > Z |az~j\ r=1,...,n.
=1
J#i
2. Starkes Spaltensummenkriterium
Das Gesamtschrittverfahren konvergiert fur alle Matrizére R™*" mit
n
|ajj| > Z \a¢j| far j=1,...,n.
=1
i#]
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Beweis:
1. Aus
|a;| > z laijl i=1,...,n
J?él
folgt
a
Z ‘ Z]| 1’ N
\a”]
J#Z
und
n aZj
1> max —=| > = || M||oo-
1§z§n j=1

JFi
Damit ist das hinreichende Konvergenzkriterium aus 8.51 erfullt.

2. Ist A streng spaltendiagonaldominant, sost streng zeilendiagonaldomi-
nant. Damit konvergiert dasadoBi-Verfahren firr die MatrixA”. Dann ist
nach Sat-l der Spektralradius der Iterationsmatfix I — B~ AT klei-
ner als 1. Da die Matrix

BMB l=1-ATB 1= (I BlA>

dieselben Eigenwerte wiB{ hat, folgt

o(M) = o(M") = o( BMB ™) = o(M) < 1

Damit konvergiert das Gesamtschrittverfahren auch fir die Matrix

Benutzt man in der Iterationsvorschrift descdBi-Verfahrens

(k+1)
x, Z awx

am
J#Z
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beim Berechnen derten Komponente des neuen lterationsvektors statt der Kompo-
nenten

() ()

ajl 90 . ,xl_l
die schon berechneten neuen Komponenten
(k+1) (k+1)
xl PIEICI 7x7/_1 )

so ergibt sich das 8Uss-SEIDEL-Verfahren.

8.54.GAUSS-SEIDEL-Verfahren:
Es ist das Gleichungssystefr = b zu l6sen. Fir die Matrix4A € R"*" gelte

aiﬁéo, i:l,...,n.

S0 Waibhle einen Startvektar(©) ¢ R™*" und setze = 0.

S1 Berechne
for k=1ton do

k— n
i+1) 1 b (i+1) (i)
=—\br— ) apjr; 7 — )T
" akk( jZl 7 j:%Jrl e >

end
S2 Setza =i+ 1und gehe zu Schri§l

Dieses Verfahren wird auch diSsnzelschrittverfahren bezeichnet. Dem Verfahren
entspricht die Wahl
a11
(0
B=| "2 2

apl Aap2 -+ Oapp

Als hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz des Einzelschrittverfahrens erge-
ben sich ebenfalls das starke Zeilen- oder Spaltensummenkriterium aus Satz 8.53.

8.55. Satz:

1. Starkes Zeilensummenkriterium
Das Einzelschrittverfahren konvergiert fiir alle Matrizdne R™*" mit

n
|a;| > Z |az~j\ 1=1,...,n.
=1

i=1
JFi
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2. Starkes Spaltensummenkriterium
Das Einzelschrittverfahren konvergiert fiir alle Matrizdne R"™*" mit

n
|ajj|> Z\am j=1...,n.
i=1
i#]

Beweis:Wir beweisen nur die erste Aussage. Es sei

al] - aln
anl Qnn
mit
0 0
E—_ a.21 | : D = diag(all, azo, ... ,ann)
anl apn—1 0
und
0 a2 -+ a1,
F=— )
: + Gp—1n
0 ... ... 0

Aus der Zeilendiagonaldominanz der Matufolgt a;; # O fur: =1,...,n. Damit
ist D regular. Wir definieren weiterhin die Matrizdh= D'E undU = D~'F.
Als Iterationsmatrizen fur daad@oBi- bzw. Gauss-SEIDEL-Verfahren erhalten wir

M;=I-D Y~E+D-F)=L+U
und
Mgs=I—(—E+D) Y{(~E+D-F)=(-DL+D) 'DU=(I-L)"'U.

Fir eine streng zeilendiagonaldominante Matixgilt dann|| M ;|| < 1. Wir zei-
gen, dass

M Gslloo = 1M glloe <1
gilt. Aus || M || < 1 folgt
IMjle<||Mj||lwe<e mit e=(11,....,1)7 eR"
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Weiterhin gilt| M ;| = |L|+ |U| wegen der speziellen Struktur der MatrizBrund
U. Daraus folgt

Ule=(IM,|—|L|)e = (| M ;|I —|L|)e. (8.13)

L und|L| sind untere Dreiecksmatrizen mit verschwindender Diagonale. Man sieht
leicht ein, dass fur diese Matrizen

= |zl =

gilt. Damit existieren die Inversen vah— L und I

, und es gilt
0= )(1—1:)—1} - ‘I+L+---+L”_l‘ ST4|L|+-+|L" t=T — L) 2

Mit dieser Ungleichung folgt aus 8.[13

Megle = |(I- \|U|e
S (=) MMy - |L])e
(L= L) (I = |L|+ (| Mo~ DD)e

(T+ (1Moo = 1) (T |L]) ) e

Wegen(I — |L|)~1 2 I und||M ;|| < 1 ergibt sich
|[Mgsle= [I+(||Mllc—1)I]e=|M,|e
und damit
M Gslloo = | M |-

%*

Welches von beiden Verfahren fir eine beliebige Matrix konvergiert und welches
schneller konvergiert, 1af3t sich nicht ohne weiteres angeben.

8.56. Beispiel:Fir die Matrix
1 -2 2

A= -1 1 -1
-2 -2 1
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ergeben sich flir dagdoBl- bzw. GAuss-SEIDEL-Verfahren die Iterationsmatrizen

0 2 -2 0 2 -2
MJ: 10 1 und MGS: 0 2 -1
2 2 O O 8 -6

mit o(M ;) =0 undo(M ¢s) = 2(1++/2). Hier konvergiert dasatosl-Verfahren,
das AUss-SEIDEL-Verfahren dagegen nicht. Fir die Matrix

1 1
135 3
A= -1 1 -1
1 1
-3 3 1
ergeben sich
1 1
0o -3 -3 0 -5 —3
M= 1 0 1 und Mg = 0 —% %
1 1
3 3 O 0 0 -3

mit
o(M ;) =v5/2, o(Mgg)=1/2.

Hier konvergiert das Guss-SEIDEL-Verfahren; dasAlcoBl-Verfahren jedoch kon-
vergiert nicht. @

Das starke Zeilen- bzw. Spaltensummenkriterium laf3t sich abschwachen. Dazu fuh-
ren wir den Begriff der unzerlegbaren Matrizen ein. Eine Matfixc R"*" heil3t
unzerlegbar (irreduzibel), falls keine Permutationsmatri® € R"*" existiert, so
dassP” AP die Gestalt

T [ A1 A1
P AP—( 0 A,

mit Aj; € RF*F, Ay, € RF*(=k) ynd 15 k = n — 1 besitzt. Die Unzerleg-
barkeit einer Matrix &3t sich mit Hilfe der Graphentheorie tUberprifen. Wir ordnen
dazu einer MatrixA € R"*" in folgender Weise einen gerichteten Graplde)

zu. G(A) besitzt die KnotenPy, ..., P,. Vom KnotenF; zum KnotenP; existiert
genau dann eine gerichtete Kante, wenna;; # 0 gilt. Die Matrix A ist genau
dann unzerlegbar, wenn der GrapliA) zusammenhangend ist. Dabei heif3t ein
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Graph zusammenhangend, falls fur jedes Ragn mit i # j ein gerichteter Weg
vom KnotenF; zum Knotenp; existiert.

Nun kénnen wir ein schwéacheres Konvergenzkriterium fir desodi-Verfahren
formulieren.

8.57. Satz:Fir eine unzerlegbare MatriXd € R"*" gilt:

1. Schwaches Zeilensummenkriterium
Das JacoBi-Verfahren konvergiert, falls

n

|a“‘z Z‘aiﬂ fur 1=1,....,n
j=1
J#i

und fur mindestens eiif

n
> Z @i

7j=1
j#ir

|ai*i*

gilt.
2. Schwaches Spaltensummenkriterium
Das JacoBi-Verfahren konvergiert, falls

n

|ajj|i Z|aij] fur j=1,...,n
i=1
i#j

und fur mindestens eifi

n
> > laigp

=1
i#j*

|a’]*]*

gilt.

Beweis: Wir beweisen nur das Schwache Zeilensummenkriterium. Die Gultigkeit
des Schwachen Spaltensummenkriteriums folgt dann analog zum Beweis des Star-
ken Spaltensummenkriteriums. Aus dem Schwachen Zeilensummenkriterium folgt
fur das Acosi-Verfahren

IMjlloc=|I-D*Allx =1
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Als hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz bendtigen wir didr;||., < 1.
Mit e = (1,1,...,1)7 folgt

|IM|le=e und |Ml|e+#e.
Wir zeigen, dassM |"e < e gilt. Daraus folgt dann

1> [[[M]"]] o = (MIl1)" = (IMI)" = (e(M)"

und endlicho(M) < 1. Um die BeziehungM |"e < e zu zeigen, betrachten wir die
Ungleichungskette

> . .
e ; Ml|eZ |M?e2 - 2 |M|'ez|M|*lez -
Daraus folgt

0o e—|MleSe—|M]?e=---Se—|M|ese—|M|*le= ...

YOIIA

Von den Vektorent") = e — | M |'e sind damit gewisse Komponenten gleich Null und
die restlichen Komponenten gré3er als Null. Dann existiert eine Permutationsmatrix
P, so dass

Pt :P<e—|M\i+le> = ( z ) mit ac€RP und a>o.
Wegen 0 t() gilt p < n. Fur den Vektot'tD) = e — | M |ie gilt t(+D = ¢(), daher
P41 2 pyli) ( a ) .
o
Es gilt somit
Pt — (g) mit beRY, b>o

undg Z p. *

8.3.3. Nachiteration

Gegeben sei eine naherungsweigé-Zerlegung der MatrixA

PTcu= A+6A.
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Wir wahlen im allgemeinen Iterationsansatz
B=Pl'cu=A+6A
und erhalten

M = I-B'A=1-B YB-4A)
= B 16A=(A+6A) 1A,

Es qilt
1M = [|(A+64) 6A| = [|(A+6A) | [|8A]

und im Fallex = ||6A| [|[A7Y|| < 1

K
1—k

=

Fur die LU-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung gilt
k=epg'(A)cond A)

mit F'(A) ~ 3-2". Die hinreichende BedingungMV/ || < 1 ist erfullt, fallsx < 1/2
gilt. Wir erhalten folgenden Algorithmus.

8.58. Nachiteration fur die LU-Zerlegung:

Zu l6sen sei das lineare Gleichungssystém= b mit A € R"*" undb € R". Durch
L undU seien die berechneten Dreiecksfaktoren eib&rZerlegung der MatrixA
gegeben. Es gelte

A+dA=Pl'cu

S0 Wahle einen Startvektar© ¢ R™ und setzé = 0.
S1 Berechne das Residuum

r) =—p— Az,

~—

S2 Lose das Gleichungssysteddz!) = () naherungsweise geman
Ly= Pr) und usz' = Y.

33 Setzer 'tV = () + 52, i = i+ 1 und gehe zu Schrigl
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Bemerkungen: (i) Wenn das Verfahren konvergiert, werden ai¢) gute N&herun-
gen fur die Lésung des Gleichungssystes = b sein. Dann tritt aber beim Be-
rechnen des Residuums in Sch8tt Ausléschung auf. Damit das ganze Verfahren
noch sinnvoll bleiben soll, muss man an dieser Stelle besonders sorgfaltig vorgehen.
Am besten berechnet man das Residuum in einer hoheren Genauigkeit.

(i) Ublicherweise wahlt man als Startvektaf?) = o. Damit entspricht der erste
Schritt des Verfahrens der normalen Losung des Gleichungssystems rhiitels
Zerlegung.

(iif) Die Konvergenz des Verfahrens ist im allgemeinen gut, fdllsicht zu schlecht
konditioniert ist. Es werden nur wenige Schritte ausgeflhrt.

Es gilt Az = b— @, Wir kénnenr(?) als eine Stérundb interpretieren. Nach

SatZ 8.14 gilt danndA = O)

1 e o]

(4)
=condA) I

ol

condA) [|b]  |=@]

Diese Ungleichungen werden benutzt, um bei der Nachiteration die Konditionszahl
von A abzuschatzen. Man erhalt

Jox|| /]
l=®] /- (1ol

cond A) 2

beziehungsweise

[ RAEa
1ol /- fl=)

condA) 2
Analoge Nachiterationsverfahren sind naturlich auch fir andere direkte Verfahren
moglich. Fir dieL. DLT-Zerlegung erhalt man folgenden Algorithmus.

8.59. Nachiteration fiir die LD L”-Zerlegung:

Zu losen ist das lineare Gleichungssystdne = b mit der symmetrischen Matrix
A € R™" undb € R". Durch.£ undD seien die berechneten Faktoren eidgp L’ -
Zerlegung der MatrixA gegeben. Es gelte

A+6A=cDLT.

S0 Wabhle einen Startvektar© ¢ R™ und setzé = 0.
Berechne das Residuum

r —p_— Az
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S1 Ldse das Gleichungssystetﬁrﬁa:(i) = r() naherungsweise geman
Ly= r und 76z = D ly.

S2 Setzer(Y) = £() + §z(, i = i +1 und gehe zu Schrigl

Fur ein Orthogonalisierungsverfahren ergibt sich das folgende Nachiterationsverfah-
ren.

8.60. Nachiteration fur die Q) R-Zerlegung:

Zu lésen ist das lineare Gleichungssystdm = b mit A € R”*" undb € R". Durch
Q undR seien die berechneten Faktoren eirdgR-Zerlegung der MatrixA gege-
ben. Es gelte

A+0A=9R.

S0 Wahle einen Startvektar© ¢ R™ und setzé = 0.
S1 Berechne das Residuum

) =b— Az,

S2 Lose das Gleichungssystetdz ) = »() naherungsweise geman
y= QTT(i) und Rz = Y.

S3 Setzer(Y) = £() + §2(, i = i + 1 und gehe zu Schrigl

Analoge Konditionszahlschatzungen sind mdglich. Das Residuum sollte wieder in
hoherer Genauigkeit berechnet werden.

8.3.4. Das cg-Verfahren von Hestenes und Stiefel

Das jetzt zu behandelnde Verfahren gehdrt nicht zu den Iterationsverfahren, wie sie
sich aus dem allgemeinen Ansatz in Abschnitt8]3.1. ergeben. Bei genauer Betrach-
tung mifte man es sogar zu den direkten Verfahren zahlen, da man bei exakter Rech-
nung nach einer a priori bekannten Maximalzahl von Rechenoperationen die exakte
Ldsung des Gleichungssystems erhalt. Da aber bei diesem Verfahren auch eine Fol-
ge von Vektoren konstruiert wird, die den exakten Losungsvektor immer genauer
approximieren, behandelt wir das Verfahren an dieser Stelle.

Wir betrachten zunachst ein lineares Gleichungssysetn= b mit einer symme-
trischen, positiv definiten MatriXd € R"*". Diesem Gleichungssystem ordnen wir

ein Optimierungsproblem zu. Es sei

1 1 1
=5 TAz b2+ bl A b,

F(z)==(Az-b)T A1 (Az—-b) = 5% 5
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Wegen der positiven Definitheit vaA (und damit auch vord 1) gilt F(z) = 0 fiir
allez e R"undF'(z) = 0 genau dann, wenA z — b = o. Das Minimierungsproblem

x =arg minF(z) (8.14)

zcR"

ist dem GleichungssystemAx = b aquivalent. Minimierungsprobleme dieser Art
|6st man tblicherweise, indem man sie auf viele eindimensionale Minimierungspro-
bleme zurickfuhrt.

S0 Waihle Startvektor:(©) ¢ R™ und setze = 0.

S1 Wahle eine Richtung” € R” und 16se das eindimensionale Minimierungs-
problem

a; = argminF (z') + ah?).
acR

S2 Setzex(+Y) = z() 4 q;h (),
S3 Setze; =i+ 1 und gehe zu Schrifl

Fur das gegebene Funktion&lz) und beliebigesc und eine beliebige Richtung
h lal3t sich die Losung des eindimensionalen Minimierungsproblems in Sghritt
leicht angeben. Es gilt der folgende

8.61. SatzFur die symmetrische, positiv definite Mateixe R"*" und einen Vektor
b € R" sei das Funktional' : R" — R, folgendermalf3en definiert:

1
2

Weiterhin seien ein Vektat € R" und ein Vektoh € R™ mit h # o gegeben. Dann
hat das Minimierungsproblem

F(z)==(Az-b)T A7 1(Az—b).

a = argg;]iRnF(a: +ah)

die eindeutige L6sung
h! .
ot = T'r mit r=b— Ax.
h' Ah
Es qilt

hT[A(x+a*h)—b]=0.
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Beweis:Aus

1 1
F(z)= ézTAz —blz+ ébTAlb

folgt F'(z) = Az —bund

%F(“@h) =hl[A(z+ah)—b)].

Eine notwendige Bedingung fur ein Extremum ist

d
EF(ZL‘ +ah)| =0.

a*

Daraus ergibt sich
hT[A(x+a*h)—b] =0
und

., h'(b—Az) hlr
 nlTan  RTAR

Es ist noch zu zeigen, dass$ ein Minimum liefert. Es gilt

1
F(z+a'h) = S(Az+a’Ah-— b)TA YAz +a*Ah —b)

= %(Am —b+a*Ah)T A Az —b+a*Ah)

= F(z)+ %a*hT(Am —b)+ %a*(Aw —b) h+ %a*thAh

= F(az)—oz*hTrJr%oz*thAh
hT 2 1 hT 2
UV UL N
hTAh  2(hT Ah)2
1(hTr)2

- 2nT AR

~ Fx)

= F(x)
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Wir werden sehen, dass die Richtung‘éﬁ so wahlbar sind, dass nach héchstens
Schritten die Losung des Minimierungsproblégms B.14 berechnet wird. Dazu definie-
ren wir den Vektorraum

Hiq1=spafh® nY . nl).

Das ist der Vektorraum, der von den Richtungé®, V... h() aufgespannt wird.
Nach dem Algorithmus ergibt sich(*+1) ausz(? nach

2+ = 50 1 40n© 1 o h® 1 hO),

Es gilt alsoz(+V) — 20 ¢ H; 4.

Wir wollen die Richtunge® ") und damit die Raum#;_ 1 so wahlen, dass einerseits
die Minimierung des FunktionalB'(z) auf dem gesamteR" auf eine schrittweise
Minimierung des Funktionals auf den TeilrAum&n,, zurtickgefihrt ist, und dass
andererseits die Minimierung auf den Teilraumen moglichst einfach wird.

Wir nehmen an, wir hatten einen Teilraulh konstruiert und eine® ¢ 2© + A,
bestimmt, das”(z) auf z(© + H; minimiert. k(") sei eine weitere Richtung, durch
die H;, 1 festgelegt ist. Jeder Vektay c z (0 + H; 1 istdann in der Form

Y=+ ah?)
mit z € (9 + H; unda € R zerlegbar. Wenden wir das Funktioralaufy an, so
erhalten wir

Fly) = % {A (:cmh(i)) - b]TA_l {A (:nmh@) - b]

= F(x)+ %ah(i

= F(x)+ ah®" (Axz—b)+ %azh(wTAh(i)

" (Ax—b)+ % (Az —b)" Bl + %azh(i)TAh(i)

=F(x)+ ozh@)TA (:13 — 33(0)> + ozh(i)TA:B(o) — ozh(i)TAb + %azh(@TAh(i).

Der zweite Summand in der letzten Gleichung hangt sowohbvals auch vork(?)
ab. Kénnen wir die Richtung ¥ so wahlen, dass dieser Term fir atlec 20 + H;
verschwindet, so zerfallt das Minimierungsproblem vomuf (© + H; 1 in zwei
getrennte Minimierungsprobleme

min  F(x)
ZB€$(O)+H¢

und

min {%azhmuw b  Apy ah<z‘>TAw<0>} |

acR
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Die Forderung
h(i)TA (:13 — w<0)) =0
furallex € (@ + H; ist genau dann erfullt, wenn

RO AR —0 fiur j=01,.. . i—1

gilt. Zwei Vektorenz € R" undy € R”, firr die x” Ay = 0 bezuglich einer sym-
metrischen, positiv definiten Matrid € R"*" gilt, heiRenA-konjugiert oder A-
orthogonal. Es gilt der folgende

8.62. Satz:Sind die Vektorem(m,...,h(i) beziglich der positiv definiten Matrix
A € R™™" paarweise konjugiert, so sind sie linear unabhangig.

Beweis:Es seih = aoh(o) +-- -aih(i) = o. Wir mussen zeigen, dass daif= o =
--- = qay; = 0 folgt. Es gilt

. T . . .
0 hT AR - (Z ajhw) A (Z ij) © S S agorht” AR
=1 =1

=]

Wegen derA-Konjugiertheit der Vektoren entfallen alle Summanden js# k. Wir
erhalten
i

ozzzcﬁhmTAhm,
J=1

Aus der positiven Definitheit vor folgt h) ARU) > 0 und daraus sofort
ap=ar=---=q; =0.
#

Betrachten wir nun wieder die Minimierung des Funktionalsa&l@f + H,. 1. Wurde
die Richtung:(?) so gewahlt, dass!)’ Ak (i) = 0furj =0, ....i — 1 gilt, so folgt
min  Fly) = min  F(x+ah®)
yexO4+H, 4 xexO+H; acR

= min min F(z+ah)
QGRJ:GI(O)—FHZ‘

= minF(z' + ah®)
acR

= F(a:(i) +ozih(i))
. A\ 2
1(TmThu0

— ey _ =
(@) 2 0T Ap6)
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mit
R (@)
Damit gilt

()
o =

8.63. Satz:Es seiA € R"*" eine symmetrische, positiv definite Matrix.
RO RD  RD RO Lo i=01,....n—1

seiemn paarweiseA-konjugierte Richtungen.
Fir einen beliebigen Startvektar® € R” seien die Vektorex™@ 2z . .. 2™
rekursiv durch

2D — 20) 4 o p ()

mit
FTR0 (b-Az®) RO
“e ROT ARG N RO ARG
definiert. Dann gilt
1.
) =arg min F(z) fur i=1,...,n.
x4 H;
2.
Az =,
3.
RV —0 furalle 05j<k=n.
Beweis:

1. Diese Aussage folgt sofort aus der Konstruktion der Vektafén
2. Mit SatZ8.6P folgt,, = R". Dann gilt

2™ = argminz € R"F(z)

und Az = b,
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3. Wir beweisen die Aussage mittels Induktion tUber
o FlUrk =1 qgilt
RrOL.@ — pof <b_ Awm)

— pO" <b — Az0 — ozoAh(O))

— O _ 4 h 0" Ap©

0T (o
_ 07,0 b9 o0

RLOT Ap )
— 0.

e Es sei fiir festes hU) (k) — 0 fur j=0,...,k—1. Wir zeigen, dass dann
ROV (D) — 0 fir j = 0, k gilt.
Wegen
P —p— Az —p— A (w(k) + ozkh(k)) —r®) _q, ARP)
folgt
RO 04D — ) ) _ o )T AR,

Betrachten wir den Fall = k£ — 1. Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt
hier )" (%) — 0 und wegen der paarweisetrKonjugiertheit der Rich-
tungenh " AR®*) — 0. Damit ist die Aussage bis= & — 1 bewiesen.
Furj = k ergibt sich

R0 (k1) = 0T (R) _ o 0T AR ()

KTk

_ T k) Mh(k)T
RE)" ARKF)

=0. *

ARK)

Ist man nun in der Lage, effiziemt-konjugierte Richtunge®© r .. A(—D
zu konstruieren, so erhalt man mit dem Verfahren aus[Satz 8.63 nach hochstens
Schritten die Losung des Gleichungssystefas= b. SatZ 8.6]3 zeigt auch, dass das
Residuumr(? = b — Az(") orthogonal zu alleth € H; ist. Es gilt daher entweder
r) = o oderr() ¢ H;. Im ersten Falle isk(Y) Lésung des Gleichungssystems. Im
zweiten Falle bietet es sich an, fiir die neue Richthfiden Ansatz

i1

h(z) = T@ + Z ﬁijh(j) (8.15)
f=i
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zu verwenden. Dann gilt fir die Residuen
r) = B _ Z)ﬁijh@ €H;.q fur i=0,1,...
j:
Nach der dritten Aussage aus Satz 8.63 sind dann alle Residuen paarweise orthogo-
nal. AuRerdem folgt aus
fur die Residuen die Rekursionsformel
Pt = p0) _ o, AR, (8.16)

Dabei lafdt sich fur
O = ——F——
BT AR ()

noch eine andere Darstellung finden. Multipliziert man Gleichjung 8.15 von links mit
" so erhalt man

POT R0 — 0T 60
und damit
P10
O —= ———.
RO AR0)

Es sind zwei Falle mdglich:

1. a; = 0
Es folgtr(?) = 0. Dann istz) Lésung des Gleichungssystems: = b.
2. a; #0
Es folgt aus Gleichunjg 8.1.6
i+1) (i
a0

Q4
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Nun kénnen wir darangehen, dig; so zu bestimmen, dagg” zu allenh®), i =
0,...,7—1, A-konjugiert ist. Wir erhalten

0 = h®" AR = B 420 4 Z;ﬂ”

— p®" 470 £ gm0 AR®),

Daraus folgt

T .
o RO Ar) ) (Ah“‘“) 7 ()
T T T

Im Faller(*) £ o (o, # 0) ergibt sich

(r(k“) — r(k))T r(0)

g RO AR®)

Bip = fir k=0,...i—1

Fir k =i — 2 folgt dann wegen der paarweisen Orthogonalitat der Residyen O.
Furk =i —1 erhalten wir

1 070 RV ARGY ()T )
i S T AR D T 0T AR
OO
T 0Ty

Damit haben wir das cg-Verfahren voreBTENESund STIEFEL hergeleiteiﬂ

8.64. cg-Verfahren vonHESTENESuUnd STIEFEL:
Zu losen ist das lineare Gleichungssystdm = b mit einer symmetrischen, positiv
definiten MatrixA € R™*",
S0 Wahle einen Startvektar® ¢ R™.
S1 Berechner©® = b — Az,
Setzeh® = undi = 0.
S2 Falls k") = 0 STOPPz () ist die gesuchte Losung.

SDer Name leitet sich aus dem Englischen ab. cg stehddfijugategradients.
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S3 Berechne

pOL 0

QO — ——F
RO ARG’
2D wmwzh(),

I (o BN () ozZAh( i)
pOrDT (1)
Bi = NAROE

()7 (i)
h(i+l) _ T(l+l)+6@h()

S4 Setze =i+ 1 und gehe zu Schri§2

Bemerkungen: (i) Im Algorithmus wird die Matrix (wie bei den anderen Iterati-
onsverfahren) nicht verandert. Man benétigt wieder nur ein Unterprogramm, das zu
einem gegebenen Vekterden Vektory = Ax berechnet.

(i) Nach SatZ 8.63 bricht das Verfahren bei exakter Rechnung nach hochstens
Schritten mit der Losung des linearen Gleichungssystems ab.

(iif) Pro Schritt sind im Algorithmus ein Produkt Matrikd/ektor, zwei Skalarpro-
dukte und drei Operationen Vektor+Skatadfektor zu berechnen. Fir eine vollbe-
setzte Matrix betragt der Aufwand maximal rund Additionen/Multiplikationen.

Er wird durch die Operation MatrixVektor bestimmt. Fir einen schwach besetzte
Matrix liegt der Aufwand fur die Operation Matrmx\Vektor nur in der Grél3enord-
nung vonn. Damit betragt der Aufwand pro Schritt des Algorithmus hiw Addi-
tionen/Multiplikationen, wobell wesentlich kleiner als ist.

(iv) Der Gesamtaufwand betragt fiir eine vollbesetzte Matrix mh@perationen, ist

also grof3er als bei den bisher behandelten direkten Verfahren. Fur schwach besetzte
Matrizen erhalten wir jedoch einen Gesamtaufwand in der GréRenordnung?von
Hier ist das cg-Verfahren effektiv.

Satz 8.6 zeigt, dass fur das Verhalten des cg-Verfahrens gerade die paatweise
Konjugiertheit der Richtungeh” und damit die paarweise Orthogonalitat der Re-
siduenr() wesentlich ist. In der Praxis werden diese Beziehungen durch den EinfluR
von Rundungsfehlern oft verletzt sein. Man wird daher erwarten, dass man mehr als
n Iterationen benadtigt, um eine brauchbare Lésung zu berechnen. Praktische Erfah-
rungen zeigen aber, dass man gerade flr graldésmit weniger Iterationsschritten
auskommt. So wurde zum Beispiel 1971 vonIR mit dem cg-Verfahren ein Glei-
chungssystem mit 4080 Gleichungen in 40 Schritten gel6st. Eine Begrtundung fur
dieses Verhalten liefert der folgende

8.65. Satz:Es seiA € R™*" eine symmetrische, positiv definite Matrix mit gehau
paarweise verschiedenen Eigenwertan. .., \;,. Dann liefert das cg-Verfahren bei
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beliebigem Startvektat©) nach héchstens Schritten die Lésung des Gleichungs-
systemsAx = b.

Beweis:Zu denk Eigenwerten\q, ..., A\, gehorenk Eigenraume/y, ... ,U;.. Da die
Matrix A symmetrisch ist, gilt

dim(Uy) +---+dimU) =n
und
U LY fur i#j.
Damit lasst sich das Residuur?) in folgender Weise zerlegen:

0_ .0 (0) (0)

@ =p P ug b py up oy

mit w; € Y; furi=1,... k. In Matrixschreibweise ergibt sich
r0 =pyp

mit der spaltenorthogonalen MattiX = (w1, u, ..., u;) € R”* undp© e R¥. Fir
die MatrixU qilt

AU = A(’U,]_,’U,Z, Ce ,’U,k)
= (Aug, Aaug, ..., A\puy)
=UAN

mit A = diag(\1,..., \,) € RF¥F,
Mittels vollstandiger Induktion zeigen wir nun, dass alle Vektoréhund k", die
vom cg-Verfahren erzeugt werden, Darstellungen der Form

P =pUp® und RO =pUg"
mit p¥) € R¥ undg) € R” besitzen.

e Induktionsanfang: Fiir= 0 gilt h(© = r© = UpO.
¢ Induktionsschritt: Es sei

rO —Up® und B0 = Ugh
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mit p) € R¥ undg?) € R”. Ein Schritt des cg-Verfahrens liefert
Pt = 0 40, AR = UpY) 4 ;AU g
= Up+a A" =U (p) +aing?) = Up!+
mit plitY = p() + 4,;AgD € R¥ und
RHD — o+ 4 3 b 0) — Up®) 4 g6 = U (p<i+1> i @g“’) — UglitD)

Nun sind dier(Y) paarweise orthogonal, es gilt daher
r(i)Tr(j) =0 flr ¢#}.

Daraus folgt

0=r®" p0) = (Upu)) (Upm) = p0 " UTUpY) = p0' pli)

fur i # j. Die Vektorenp'!) sind daher ebenfalls paarweise orthogonal. Wegen
pl) e R” gibt es nurk vom Nullvektor verschiedene Vektorgi?). Damit ist
spatestenp*) = o und damitr®*) = o.

Das modifizierte cg-Verfahren

In der urspriinglichen Form sind mit dem cg-Verfahren nur Gleichungssysteme 16s-
bar, deren Koeffizientenmatrix symmetrisch und positiv definit ist. Das Verfahren
l&3t sich aber so modifizieren, dass es auf beliebige Gleichungssysteme anwendbar
ist. Dazu betrachtet man das zur Lésung des linearen Gleichungssy4temsb
aquivalente Minimierungsproblem

xr = arngEnIRi{QF(z),

wobei das Funktional™ hier die Darstellung
-1
F(z) = % (Az —b)T (AAT> (Az —b)

besitzt. Die MatrixAA” ist genau dann positiv definit wena regular ist. Damit
gilt
F(z)=0«<= Az—-b=o0.
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Eine analoge Vorgehensweise wie beim urspriinglichen cg-Verfahren liefert den fol-
genden Algorithmus.

8.66. Modifiziertes cg-Verfahren:
Ldsen des lineare Gleichungssystdme = b mit einer regularen Matrix.
S0 Wahle einen Startvektar© € R™.

S0 Berechner©® = b — Az undh© = AT#©
Setze = 0.

S0 Falls h'Y) = 0 STOPPz! ist die gesuchte Lésung.

SO Berechne

OO

YT T
20D = 20 4o B0,
Pt = ) . AR,
pOrD T (+1)
h= T

h(i+1) — ATT(H_l)‘i‘Bzh(Z)

SO Setze =i+ 1 und gehe zu Schri§2

Beim modifizierten cg-verfahren sind die Richtungen und Residuen paarweise or-
thogonal:

T

RO RO —0 und »D'r0) —0 fiur i#£j.

Aul3erdem gilt
RO A-1,.0) — ()T .6)

Diese Aussagen folgen wie die entsprechenden Aussagen beim urspringlichen cg-
Verfahren aus der Herleitung der Rekursionsformeln. Aus der paarweisen Orthogo-
nalitat der Richtungen und Residuen folgt wieder, dass das Verfahren nach hochstens
n Schritten die L6sung des linearen Gleichungssystems liefert. Analog zufn Satz 8.65
ist die Anzahl der bendétigten Iterationen genauer abschétzbar.

8.67. Satz:Gegeben sei ein lineares Gleichungssyst#m= b mit einer regularen
(n,n)-Matrix A, die genauk paarweise verschiedene Singularweste. .., o ha-
ben moge.

Dann liefert das modifizierte cg-Verfahren zu jedem Startvek{®rnach hochstens
k Schritten die L6ésung des Gleichungssystems.
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Beweis:Es seid = UV die Singulérwertzerlegung der Matri& mit

(o1 )
. o

01

Ok

o
\ o )

Gemal der Vielfachheit der Singularwerte konnen die MatrZeand V' patrtitio-
niert werden:

U:(Ul,...,Uk) und V:(Vl,...,Vk).

Das zum Startvektar?) gehdrende Residuum? ist in der Form

O = pPug + -+ p

ol
mit
uw; eU; =spanU;), i=1... k
zerlegbar. Mipp(© = ( (10), .. ,p,(fo)>T eR¥undU = (uq,...,u;,) € R"F gilt r(0 =
Up©. Weiterhin giltU”" U = T und fiiri = 1,... ,k
ATui = 0;V;

mitv; € V; = Spar(Vig. Mit den Bezeichnungeﬁ7 = (v1,...,v;) € R™* und
> =diag(oy,...,0;) € R¥** folgt

ATU=VZ und AV =Us.
Wir zeigen nun mittels Induktion, dass alle Richtungen und Residuen Darstellungen
der Form

P =Up® und R =vg" mit p»eRF und g eRF
fur:=1,... k besitzen.

e Induktionsanfang: Wir haben schon gezeigt, del€s= Up© mit p(© e R*
gilt. Es folgt

RO — AT — ATTpO — y5p0 — 7O
mit g©@ = 5p© e R,
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¢ Induktionsschritt: Wir setzen voraus, dass die Beziehungen
P =Up®» und R =vg® mit p@eRF und g eRF
gelten. Dann folgt

Pt = 20—, AR = Up) — ; AV gD
= ﬁp(i)_@iﬁfgm ﬁ( (i) _ aizg(')) = Uplty
mit p(tY = p() — ;59 € R¥ und
h(i—i—l) _ AT,,,,(i—i—l) _i_ﬁzh(z) _ ATﬁp(i—i-l) +ﬁz‘79(z)
— vipitl 4 g vel) — v (Z_p(iJrl) + 5 g(¢)> — Vglity

mit g(i+l) zp (i4+1) _'_6 g ) ¢ R¥.

Aus der paarweisen Orthogonalitat der Residuen folgt wieder die paarweise Ortho-
gonalitat dep(”). Wegenp? e R” gibt es jedoch hdchstertisvom Nullvektor ver-
schiedeng(?) d|e paarweise orthogonal sind. Damit ist spatesgéfis= o, %) = o
und Az®) = *

Vorkonditionierung der cg-Verfahren

Wir hatten schon bemerkt, dass fur die Konvergenzaussagen des cg-Verfahrens die
A-Konjugiertheit der Richtungen wesentlich ist. Bei praktischen Rechnungen wird
diese durch den Einflu3 von Rundungsfehlern gestort. Andererseits wissen wir aus
Satz[8.1§4, dass der Einfluf3 von Stérungen um so geringer ist, je kleiner die Kon-
dition der Matrix ist. Man kann nun versuchen, das Gleichungssysten= b in

ein solches System zu transformieren, bei dem die Koeffizientenmatrix besser kon-
ditioniert ist. Diese Vorgehen nennt mi&brkonditionierung . Es sei dazuL LT =

A+ dA eine ndherungsweiseHOLESKY-Zerlegung der MatrixA. Wir wenden das
cg-Verfahren auf das zdx = b aquivalente System

(L—lA (L—l) T) LTe=L %

an. Die MatrixA = L™1A (L‘l)T =I—-L 1A (L‘l)T wird sich um so weni-
ger von der Einheitsmatrix unterscheiden, je genauer die Zerlegung ist. Unter der
\Voraussetzung

HL—laA (L—l)TH <1
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ergibt sich die Abschétzung

1+HL15A Lt TH HL 15A (L H

=142

cond A) =
t-fesa@ e frta @y

Flr [[0A]| < 1 gilt dann condA) ~ 1. Es ist zu erwarten, dass das Rundungsfeh-
lerverhalten und damit auch das Konvergenzverhalten des transformierten Systems
gunstiger sind als beim urspriinglichen Problem. Nach einigen Umformungen erhal-
ten wir den folgenden Algorithmus.

8.68. Vorkonditioniertes cg-Verfahren:
Zu l6sen ist das lineare Gleichungssystdm = b mit einer symmetrischen, positiv
definiten MatrixA € R™*", von der eine ndherungswei§HOLESKY-Zerlegung
LL" = A+ §A bekannt ist.

S0 Wabhle einen Startvektat© e R”.

S1 Berechner© = b — Az© undh© = (LLT)_lr(O). Setze = 0.
S2 Falls k") = 0 STOPPz (" ist die gesuchte Losung.
S3 Berechne

r(i)T (LLT) _1r(i)

T T 0T Ap
2D — ) 4 om0,
D — ) _ g AR

5 (D) " (LLT) Lp(i+1)

r@T (LLT) (D)
pi+D) _ <LLT> REGE YN0

S4 Setze =i+ 1 und gehe zu Schrig2

Auch das modifizierte cg-Verfahren fir beliebige regulare Matrizen laf3t sich vor-
konditionieren. Dazu benutzt man eine naherungsweiseZerlegung der Matrix.

8.69. Vorkonditioniertes, modifiziertes cg-Verfahren:
Zu l6ésen ist das lineare Gleichungssystdm = b mit einer reguldren Matrix, von
der eine nédherungsweidd/-ZerlegungP’ LU = A + §A bekannt ist.

S0 Wahle einen Startvektar© € R™.



188 KAPITEL 8. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

s1 Berechner© = b— Az und K@ = (UTU) AT PT (LLY) " PrO©.
Setze =0.
S2 Falls ') = 0 STOPPz(? ist die gesuchte Losung.

S3 Berechne
(Pr@))T (L") (Pr@'))

Q. = )
h(i)T (UTU) ()
2D = 20 4 o h0),
P ) o ARG,
(i+1) T\ 1 (i+1)
N (Pr ) (LLT) (Pr )

(Pro)" (LLT) " (Pr()

p(Y — (UU) T ATPT (L") R G IENG
S4 Setze =i+ 1 und gehe zu Schri§2

8.4. Aufgaben
1. Man zeige:

(@)

(b)

luby(A) = max {Z |alk|}
1sisn

2. Man beweise: Jede Grenznorm ist submultiplikativ.

3. Am Beispiel der Matrizen

06 06 1 /1 1
A:<0.6 O.6>’ BZTZ(—l 1)

ist zu zeigen, dag§A ||» weder eine absolute noch eine monotone Norm ist.
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4. Man zeige: FUr regulare Matrize gilt:

1 A
-

lub(A™Y)  y#o |ly|

5. Man zeige flr eine regulare Matrig und Vektorenu,v € R":
(@) Istvl Aty £ —1, so gilt

A lyTA?

Atuv)1=4"1_ )
( ) 1+vTA 1y

(b) IstvT A~tu = —1, soist(A +wuoT) singular.
(Hinweis: Finde einen Vektot # o mit (A + uv’)z = o!)

6. Es seiA = (ay,...,a,) eine reguldre Matrix mit den Spalten, i =1,...,n.

(a) A= (ai,...,a;-1,b,a;41,...,a,) mitb € R" sei die Matrix, in der ge-
genuberA diei-te Spaltea; durchb ersetzt wurde.
Man untersuche mit Hilfe der Formel aus Aufgalbe 5 unter welchen Be-

dingungenA " existiert und zeige, dass dadh - = F A~ gilt, wobei
F eine ROBENIUSMatrix ist.

(b) EsselA = (a;;)n,n regular.A, entstehe aud dadurch, dass ein einziges
Elementa;;. zu a;;. + o abgeéndert wird. Flr welcheexistiertA;l?

7. EsselA =UxV7', 3 =diagoy,...,0,) Mitoy 2022 --- Z 0, > 0 die Sin-
gularwertzerlegung dé€rn, n)-Matrix A.
(a) Wie lautet congl A) ausgedruckt in des;?

(b) Man gebe mit Hilfe vorU diejenigen Vektoret bzw. db an, die in den
Abschatzungen

|6]|2 = || A7*2]| 802,

[10b]l2 _
[1Bll2.

oz ][z -

e

onc(A) 198]]2 und

1|2 A2
1512

16]l2= || Allz|]|2
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Gleichheit ergeben.
(c) Gibtes eirb, so dass fur alléb in[7(D)ii. gilt:

|82 - |13l
EEE

Man bestimme solche Vektorégnmit Hilfe von U .
(Hinweis: Man betrachte Vektorgnmit || A~2|2(|b]|> = [|z||2.)

8. Man zeige, dass dieROBENIUS-Norm einer Matrix mit der euklidischen Vek-
tornorm vertraglich ist.

9. Es sei
A=Usv! 3s=diagoy,...,0,,0,...,0)
und
012022 -20,>0, op01=--=0,=0, [=min(m,n)

die Singularwertzerlegung dér, n)-Matrix A. Man zeige:

(@ rgA)=r

(b) |Al2= o1

(©) [|AllF = /o2 +---0?
10. Man zeige:

(a) Esseier und L untere Einsdreiecksmatrizen. Dann ist das Prodikt
wieder untere Einsdreiecksmatrix.

(b) Mit L ist auchL ! untere Einsdreiecksmatrix.

11. Man zeige, dass fir beliebige Vektoter R"
(a)

[]lo0 = ll2]l2= V/nll@|le  und

(b)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

gilt, und dass die auftretenden Konstanten nicht verbesserbar sind.

Wie grol3 ist der Aufwand an arithmetischen Operationen zum Lésen des Glei-
chungssystem

Ax =0,
falls von der(n,n)-Matrix A eine Zerlegung der ForrA = LU bekannt ist?
Man zeige, dass fiurdk <i=s=n
TisLy(l) = L (T;sl)T ;s
gilt.
Man zeige:

Ll(ll)Lz(lz) .. Ln—l(ln—l) =TI+ (ll, lo, ... 1, 1, O).

Man zeige:
Wenn A symmetrisch ist und s(1) = 1 wahlbar ist, so ist addH? symme-
trisch.

Man zeige, dass flr zeilendiagonaldominante Matrizen:

|| > % laijl, i=1,...,n
i
bei Durchftihrung des @Jssschen Algorithmus ohne Pivotisierung gilt:
(a) Alle MatrizenM *) sind zeilendiagonaldominant,
(b) | MP)]||o = IMF V| = ||All fur k=1,2,...,n—1.

(Hinweis: siehe KELBASINSKI/SCHWETLICK Numerische lineare Algebra,
S. 166.)

Man Uberlege sich, dass fiir die Matrix

[ 1 “\

1
1 -1 1

A: . . . " a.,
1 -1-1 .. 1a

\-1 -1 -1 ... -1 a
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18.

19.

20.

KAPITEL 8. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

im Falle der Spaltenpivotisierung
Al =lal+n—=1, MY =2"a]+n—-k-1

gilt, so dass der Quotie |1:|C|)|°° der Schranke2fiir |a| — oo beliebig nahe
kommt.

Von der symmetrischeim, n)-Matrix A sei das obere Dreieck

(a) zeilenweise,

(b) spaltenweise

eindimensional gespeichert. Man schreibe ein Programm zum Berechnen von
y = Ax bei vorgegebenem € R".

Es seid eine reguldre Matrix mit den Zeilem!,i =1,...,n

Weiterhin seiD eine Diagonalmatrix mit

[ Ao HAHOO)
laglls™ " llazll

D = diag(

Man zeige, dass dann fur die Mattk = D A folgendes qilt:
@) [[Alloc = [| Al

(b) Hmaxz'c'iOO = HA HOO |A™|o0 und

con -
(c) SONG4) < o, (A) = cond,(A).
Es seid = UV die Singularwertzerlegung der Matrig. Mit ¢ = U”b

kann die Lésung vomrx = b in der Formz = V= ~1c geschrieben werden.
Man zeige, dass unter der Voraussetzung

) 00U+ +2)
Cn: 0
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in der 2-Norm die Abschétzung

A Y5|b
Kb(Ab):H HJHZZH “2210-\/5

unabhéngig von condA) gilt.
21. Fir das Gleichungssystedar = b mit
1.00 100 1
A:<1.oo o.99> bz(l)
ist
1 ( —99 100 (1
A _<1oo —100) "”‘(o)

und cond,(A) = 400 Fur die Stérungen

(@)
a3 1 -1 3 -1
5A:103<_1 1) 6b:103< 1)

(b)

a1 1 s -1
§A =10 (1_1> b= 10 (_1>

ist dx sowie ||dx ||, zu berechnen und mit den Schranken gemaR der Vorle-
sung zu vergleichen.

22. Gegeben sei die positiv definite symmetrische Mattixnit der Partitionie-
rung

1 A B mxm
A_<BT C)’ AeR :

Weiterhin seid = LLT mit

Ly O
L= . Ly € R™M,
( L1 Lo ) 1

Man zeige:
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(a) Die Matrix M = C — BT A~1B ist positiv definit.
(b) EsgiltLyyLi, = M.
(c) Es gilt die Abschatzung
;-
lizii min(aj ;kc) :;1, 1=1,...,n.
z#o \ T T luby(L )2

(d) Es gilt die Abschatzung

TAx
luby(L)? = max( £ 12 i=1,...n.
2( ) w#o< $T$ > lmv ? ) y

(e) Es qilt die Abschatzung

Lii

Ui

cond(L)Z max

1sik=n

23. Gegeben seiemn b € R" mit a # b und||al||2 = ||b]|2.
Man konstruiere eine BUSEHOLDERSpiegelungH,, fur die Ha = b gilt.

24. Man lése das Gleichungssystém = b mit

-1

I
WIN WIN - Wik
KX ol ol

v, O

ol ol olu
=
I

durch das WuseHOLDERVerfahren!

25. Man zeige fur einén,n)-Matrix P, || P| < 1:

OO .
(I-P)'=I+Y P
=1
Hinweis: Man zeige fur die Partialsummen

S,=I+5S P git I-P)1-5,=1u1-pP) P

1=

26. Wann konvergiert dasdoBi-Verfahren bzw. das 8Jss-SEIDEL-Verfahren
fur die Matrix

I s «
— nxno
A_(ST I>’ I.SeR""
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27. Man zeige: Ist di¢n,n)-Matrix A unzerlegbar, so ist die Matrix
M=I-B'A

fur das Acosl-Verfahren ebenfalls unzerlegbar.
Hinweis: B ist Diagonalmatrix.

28. Gegeben sei

2 0 -1 -1
o 2 -1 -1
A=1_-1.1 2 o
-1 -1 0 2

Man zeige:

(a) A istunzerlegbar.
(b) Das Gesamtschrittverfahren konvergiert nicht.
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Prediktor-Korrektor-Verfahrem, 41
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explizites[4D
implizites,[40
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konvergentes,|9
Vorkonditionierung| 186
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