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Kapitel 6

Anfangswertprobleme

6.1. Einführung

Wir betrachten das folgende Problem:
Gegeben seien eine TeilmengeD ⊂

= R und eine Funktion

f : D×Rd −→ Rd.

Gesucht ist eine differenzierbare Funktion

y : D −→ Rd,

die die Gleichung

y′(x) = f(x,y(x))

erfüllt.
Diese vektorielle Differentialgleichung erster Ordnung hat im allgemeinen unend-
lich viele Lösungen. Oft sucht man nach Lösungen, die gewisse Zusatzbedingungen
erfüllen. Sind diese Bedingungen in der Form

y(x0) = y0

gegeben, so spricht man von einemAnfangswertproblem1. Solche Probleme wer-
den in diesem Kapitels untersucht. Allgemeiner als AWP sind Randwertprobleme2,
die wir im nächsten Kapitel behandeln werden. Bei ihnen sind zusätzliche Bedin-
gungen der Form

r(y(a),y(b)) = 0

1Wir werden statt Anfangswertproblem im weiteren die Abkürzung AWP verwenden.
2Für diese werden wir die Abkürzung RWP verwenden.

1



2 KAPITEL 6. ANFANGSWERTPROBLEME

gegeben.
Bemerkung: Die Beschränkung auf Differentialgleichungen erster Ordnung ist kei-
ne Einschränkung. Jede Differentialgleichungm-ter Ordnung lässt sich formal in
eine Differentialgleichung erster Ordnung überführen:
Wir definieren

z1(x) = y(x), z2(x) = y′(x), z3(x) = y′′(x), . . . ,zm(x) = y(m−1)(x).

Dann gilt

z′1 = z2, z′2 = z3, z′3 = z4, . . . ,z
′
m = f(x,z1,z2, . . . ,zm).

Mit

z(x) =


z1(x)
z2(x)

...
zm(x)

 : D ⊂
= R−→ Rm·d

und

F (x,z) =


z2
z3
...

zm

f(x,z1, . . . ,zm)

 : D×Rm·d −→ Rm·d

erhalten wir die Differentialgleichung erster Ordnung

z′ = F (x,z).

Die numerische Aufgabenstellung unterscheidet sich von der analytischen. Wir su-
chen nicht nach einem formelmäßigen Ausdruck für die Funktiony, die das AWP

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

löst, sondern wir werden versuchen, Näherungswerte

ηi = η(xi)

an gewissen Stellenxi zu bestimmen, die die exakten Werte

yi = y(xi)

möglichst gut approximieren.
Bevor wir zum Konstruieren und Untersuchen solcher Verfahren zum Berechnen der
Näherungenηi kommen, ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen ein AWP
lösbar ist. Aus der Analysis ist dazu der folgende Satz bekannt.



6.1. EINFÜHRUNG 3

6.1. Existenz- und Eindeutigkeitssatz:Die Funktionf sei auf dem Streifen

S = [a,b]×Rd (a undb endlich)

definiert und stetig. Weiterhin existiere eine KonstanteL, so dass für allex ∈ [a,b]
und alley1,y2 ∈ Rn

‖f(x,y1)−f(x,y2)‖ <
= L‖y1−y2‖

gelte. Dann existiert zu jedemx0 ∈ [a,b] und jedemy0 ∈ Rn genau eine Funktiony
mit

1. y ∈ F 1[a,b],

2. y′ = f(x,y) für alle x ∈ [a,b] und

3. y(x0) = y0.

Für eine stetige Funktionf , die bezüglichy zusätzlich lipschitzstetig ist, existiert
also genau eine Lösung des AWP.
Weiterhin führen wir folgende Bezeichnung ein: Es seiF n[a,b] die Menge aller
Funktionen

f : [a,b]×Rd −→ Rd,

für die alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnungn auf dem StreifenS = [a,b]×Rd

existieren, dort stetig und beschränkt sind. Insbesondere erfüllen alle Funktionen
f ∈ F 1[a,b] die Voraussetzungen von Satz 6.1. Aus numerischer Sicht ist die Ab-
hängigkeit der Lösung von den Eingabedaten interessant.

6.2. Beispiel:Wir betrachten das AWP

y′ = 10

(
y− x2

1+x2

)
+

2x

(1+x2)2, y(0) = y0 = 0.

Die exakte Lösung lautet

y(x) =
x2

1+x2.

Ändern wir den Anfangswert leicht ab:

y(0) = ȳ0 = ε,

so erhalten wir die Lösung

ȳ(x) = εe10x +
x2

1+x2.
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Für hinreichend großesx wird diese Lösung i. a. beliebig stark von der ersten Lösung
abweichen. Das folgende Bild zeigty(x) und ȳ(x) für ε = 0.00001.

����
�����	
�

♥

Diese starke Abhängigkeit der Lösung von den Anfangswerten ist kein Einzelfall.

6.3. Satz:Die Funktionf erfülle die Bedingungen aus Satz 6.1. Dann gilt für die
Lösungy(x;s) des AWP

y′ = f(x,y), y(x0;s) = s

für ein beliebigesx ∈ [a,b] die Abschätzung

‖y(x;s1)−y(x;s2)‖ <
= eL|x−x0|‖s1−s2‖.

Beweis:Es gilt

y(x;s) = s+
x∫

x0

f(t,y(t;s))dt.

Daraus folgt

y(x;s1)−y(x;s2) = s1−s2+
x∫

x0

[f(t,y(t;s1))−f(t,y(t;s2))] dt,

und weiter

‖y(x;s1)−y(x;s2)‖ <
= ‖s1−s2‖+

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

‖f(t,y(t;s1))−f(t,y(t;s2))‖ dt

∣∣∣∣∣∣
<
= ‖s1−s2‖+L

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

‖y(t;s1)−y(t;s2)‖ dt

∣∣∣∣∣∣ .
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Es sei

Φ(x) =
x∫

x0

‖y(t;s1)−y(t;s2)‖ dt

und damit

Φ′(x) = ‖y(x;s1)−y(x;s2)‖ .

Wir betrachten den Fallx >
= x0. Für die Funktion

α(x) = Φ′(x)−LΦ(x)

gilt dann die Abschätzung

α(x) <
= ‖s1−s2‖

undΦ ist Lösung des AWP

Φ′(x) = α(x)+LΦ(x), Φ(x0) = 0.

Die Lösung dieses AWP lässt sich in der Form

Φ(x) = eL(x−x0)
x∫

x0

α(t)e−L(t−x0)dt

schreiben. Wegenα(x) <
= ‖s1−s2‖ folgt für x >

= x0 die Abschätzung

0 <
= Φ(x) <

= eL(x−x0)‖s1−s2‖
x∫

x0

e−L(t−x0)dt

=
1
L

eL(x−x0)‖s1−s2‖
(
−e−L(x−x0) +1

)
=

1
L
‖s1−s2‖

(
eL(x−x0)−1

)
.

Damit gilt

‖y(x;s1)−y(x;s2)‖ = Φ′(x) = α(x)+LΦ(x)
<
= ‖s1−s2‖+‖s1−s2‖

(
eL(x−x0)−1

)
= ‖s1−s2‖eL(x−x0).
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Im Fallex < x0 folgt aus

‖y(x;s1)−y(x;s2)‖ <
= ‖s1−s2‖−L

x∫
x0

‖y(t;s1)−y(t;s2)‖dt

und

α(x) = Φ′(x)+LΦ(x)

wieder

α(x) <
= ‖s1−s2‖

und

−Φ(x) <
=

1
L
‖s1−s2‖

(
e−L(x−x0)−1

)
.

Damit gilt dann

‖y(x;s1)−y(x;s2)‖ <
= ‖s1−s2‖

(
e−L(x−x0)−1

)
= ‖s1−s2‖

(
eL|x−x0|−1

)
.

�

Dieser Satz sagt aus, dass die Lösung eines AWP stetig von den Anfangswerten
abhängt. Trotzdem unterscheiden sich Lösungen beliebig stark voneinander. Wie das
Beispiel zeigt, ist die im Satz angegebene Abschätzung scharf.

6.2. Einschrittverfahren

6.2.1. Grundlegende Begriffe und Euler-Verfahren

Wir betrachten zunächst ein AWP imR1:
Gesucht ist eine Funktiony ∈ C1[a,b] mit

y′ = f(x,y), y(x0) = y0.

Die Funktionf : [a,b]×R −→ R erfülle alle Bedingungen aus Satz 6.1. Damit exi-
stiert genau eine Lösung des AWP. Als einfachste Methode zur numerischen Be-
handlung dieses Problems bietet es sich an, die Ableitungy′(x) durch den Differen-
zenquotienten

y(x+h)−y(x)
h
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mit einer geeigneten Schrittweiteh zu ersetzen. Wir erhalten

y(x+h)−y(x)
h

≈ f(x,y(x)),

y(x+h) ≈ y(x)+hf(x,y(x)).

Gehen wir von den exakten Werteny(x) zu Näherungswertenη(x) über und ersetzen
„≈“ durch „=“, so erhalten wir das folgende Verfahren.

6.4.EULERsches Polygonzugverfahren:
S0 Setzeη0 = y0 undk = 0.

S1 Berechne

ηk+1 = ηk +hf(xk,ηk),

xk+1 = xk +h.

S2 Setzek = k +1 und gehe zu SchrittS1.

Das EULERsches Polygonzugverfahren ist ein typisches Einschrittverfahren3. Für
das Berechnen der neuen Näherungηk+1 an der Stellexk+1 wird nur einealte Nä-
herungηk an der Stellexk benötigt. Ein ESV hat damit folgende Struktur:

6.5. Allgemeines Einschrittverfahren:
S0 Setzeη0 = y0 undk = 0.

S1 Berechne

ηk+1 = ηk +hΦ(xk,ηk;h)

xk+1 = xk +h.

S2 Setzek = k +1 und gehe zu SchrittS1.

Bemerkung: Im Schritt S1 muss nicht jeweils die gleiche Schrittweite verwendet
werden. Wir dürfen ihn also zu:

Wähle Schrittweitehk und berechneηk+1 = ηk +hkΦ(xk,ηk;hk) und
xk+1 = xk +hk

abändern.
Bevor wir weitere Verfahren konstruieren, wollen wir uns mit zwei wichtigen Größen

3Wir werden Einschrittverfahren im weiteren Text durch ESV abkürzen.
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beschäftigen, durch die wesentliche Eigenschaften von ESV charakterisiert sind.
Es seiz die exakte Lösung des AWP

z′(t) = f(t,z(t)), z(x) = y

und

∆(x,y;h) =


z(x+h)−z(x)

h
=

z(x+h)−y

h
für h 6= 0,

f(x,y) für h = 0.

Φ sei die Iterationsfunktion eines allgemeinen ESV. Dann heißt die Größe

τ (x,y;h) = ∆(x,y;h)−Φ(x,y;h)

lokaler Diskretisierungsfehler an der Stelle(x,y) zur Schrittweiteh. Führt man
ausgehend von einer Stelle(x̄, ȳ) einen Schritt eines ESV aus, so gibt die Größe
hτ (x̄, ȳ;h) an, wie stark die berechnete Näherung

η(x̄+h) = ȳ +hΦ(x̄, ȳ; ,h)

von dem Wert abweicht, der sich bei exakter Lösung des AWP

z′(x) = f(x,z(x)), z(x̄) = ȳ

an der Stelle ¯x+h ergeben würde. Oder anders gesagt: Der lokale Diskretisierungs-
fehler ist ein Maß dafür, wie gut die Gleichung des Näherungsverfahrens im Punkt
(x̄, ȳ) durch die exakte Lösung des entsprechenden AWP erfüllt wird.
Eine erste Forderung an ein Näherungsverfahren wäre die, dass der lokale Diskreti-
sierungsfehler fürh→ 0 verschwinden soll. Es soll also

lim
h→0

τ (x,y;h) = lim
h→0

∆(x,y;h)− lim
h→0

Φ(x,y;h) = 0

und damit

lim
h→0

Φ(x,y;h) = f(x,y)

gelten. Ein Verfahren, das diese Bedingung für alle Funktionenf ∈ F 1[a,b] erfüllt,
heißtkonsistent. Das EULERsche Polygonzugverfahren ist offensichtlich konsistent.
Von praktisch größerem Interesse als der lokale Diskretisierungsfehler ist der globale
Diskretisierungsfehler.
Es seiy die exakte Lösung des AWP

y′ = f(x,y), y(x0) = y0.
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η(x;h) bezeichne die mit einem ESV und der Schrittweiteh berechnete Näherung
für y an der Stellex. Dann heißt die Größe

e(x;h) = η(x;h)−y(x)

globaler Diskretisierungsfehleran der Stellex zur Schrittweiteh.
Der globale Diskretisierungsfehler gibt also an, wie stark die berechnete Näherung
von der exakten Lösung des AWP abweicht.
Hier wird man natürlich auch fordern, dass der globale Diskretisierungsfehler für
h→ 0 verschwinden soll, dass also

lim
h→0

η(x;h) = y(x)

gelte. Ein Verfahren, dass diese Bedingung für alle Funktionenf ∈ F 1[a,b] und alle
x∈ [a,b] erfüllt, heißtkonvergent. Wie wir später sehen werden hängen Konvergenz
und Konsistenz von ESV eng zusammen.
Es ist zu erwarten, dass ein ESV um so bessere Näherungen liefert, je schneller
der lokale Diskretisierungsfehler mith→ 0 gegen Null konvergiert. Das führt zu
folgender Definition. Das durchΦ erzeugte ESV zum Lösen des AWP

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

hat die Konsistenzordnungp, falls

‖τ (x,y;h)‖= O(hp)

für alle (x,y) ∈ S und alle Funktionenf ∈ F p[a,b] gilt.
Die Konsistenzordnung eines Verfahrens lässt sich durch TAYLOR-Entwicklung des
lokalen Diskretisierungsfehlers bestimmen. Es gilt

τ (x,y;h) = ∆(x,y;h)−Φ(x,y;h) =
z(x+h)−y

h
−Φ(x,y;h)

mit

z(x+h) = z(x)+hz′(x)+
h2

2
z′′(x)+

h3

6
z′′′(x)+ · · ·+ hp

p!
z(p)(x+ϑh), ϑ∈ (0,1).

Daz Lösung des AWP

z′(t) = f(t,z(t)), z(x) = y
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ist, gilt

z(x) = y,

z′(x) = f(x,z(x)) = f(x,y)
z′′(x) = fx(x,z(x))+fy(x,y)z′(x) = fx(x,y)+fy(x,y)f(x,y)

z′′′(x) = fxx(x,y)+2fxy(x,y)f(x,y)+fyy(x,y) [f(x,y)]2+
+fy(x,y)

[
fx(x,y)+fy(x,y)f(x,y)

]
... ...

Damit erhält man

z(x+h)−y

h
= f +

h

2

[
fx +fyf

]
+

h2

6

[
fxx +2fxyf +fyyf

2+fy

(
fx +fyf

)]
+ · · · ,

wobei der besseren Lesbarkeit halber die Argumente der Funktionf und ihrer Ab-
leitungen fortgelassen wurden. Hat nunΦ die Entwicklung

Φ(x,y;h) = f(x;y)+hϕ1(x;y)+h2ϕ2(x;y)+h3ϕ3(x;y)+ · · · ,

so ergibt sich

τ (x,y;h) =
h

2

[
fx +fyf −2ϕ1

]
+

h2

6

[
fxx +2fxyf +fyyf

2+fy

(
fx +fyf

)
−6ϕ2

]
+ · · ·

Für das EULER-Verfahren giltΦ(x,y;h) = f(x;y) und damit

τ (x,y;h) =
h

2

[
fx +fyf

]
+ · · · ,

also

‖τ (x,y;h)‖= O(h).

Das EULER-Verfahren hat die Konsistenzordnungp = 1. Um Verfahren höherer Ord-
nung zu bekommen, könnte man nun die Funktionenϕ1(x;y), ϕ2(x;y), . . . , so
wählen, dass die entsprechenden Glieder der Entwicklung des lokalen Diskretisie-
rungsfehlers verschwinden. Man erhält

Φ(x,y;h) = f(x;y)+
h

2

[
fx(x;y)+fy(x;y)f(x;y)

]
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oder

Φ(x,y;h) = f(x;y)+
h

2

[
fx(x;y)+fy(x;y)f(x;y)

]
+

+
h2

6

[
fxx(x;y)+2fxy(x;y)f +fyy(x;y)(f(x;y))2+

+ fy(x;y)
[
fx(x;y)+fy(x;y)f(x;y)

]]
.

Diese Verfahren sind aber praktisch wertlos. In vielen Fällen ist für die Funktion
f kein analytischer Ausdruck bekannt, so dass das Berechnen der partiellen Ablei-
tungen nur näherungsweise erfolgen könnte. Ist dagegen ein analytischer Ausdruck
für die Funktionf bekannt, so ist die Auswertung der partiellen Ableitungen oft
aufwendiger als die Auswertung der Funktionf selbst. Dazu kommt noch ein hoher
Programmieraufwand zur Implementierung der Ableitungen vonf . Im nächsten Ab-
schnitt werden wir eine Möglichkeit zum Konstruieren von ESV höherer Ordnung
kennenlernen, die nur Funktionsberechnungen vonf benötigen.

6.2.2. Runge-Kutta-Verfahren

Wir machen für die FunktionΦ folgenden Ansatz:

Φ(x,y;h) =
n

∑
k=0

αkf(ξk,ηk)

mit

ξ0 = x, ξk = x+ϑkh, k = 1, . . . ,n

und

η0 = y, ηk = y +h
k−1

∑
l=0

βklf(ξl,ηl), k = 1, . . . ,n.

Die Parameterα0, . . . ,αn, ϑ1, . . . ,ϑn undβ10, . . . ,βn,n−1 werden so bestimmt, dass
in der Entwicklung des lokalen Diskretisierungsfehlers möglichst viele Glieder ver-
schwinden. Betrachten wir die einfachsten Fällen = 0 undn = 1.

n = 0 Hier gilt Φ(x,y;h) = α0f(x,y), und es folgt sofortα0 = 1. Man erhält das
EULER-Verfahren mit der Konsistenzordnungp = 1.

n = 1 Wir machen fürΦ(x,y;h) den Ansatz

Φ(x,y;h) = α0f(x,y)+α1f(x+ϑ1h,y +hβ10f(x,y)).
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Es gilt fürh = 0

Φ(x,y;0) = (α0+α1)f(x,y).

Differentiation nachh liefert

d

dh
Φ(x,y;h) = α1fx(x+ϑ1h,y +hβ10f(x,y))ϑ1+

+α1fy (x+ϑ1h,y +hβ10f(x,y))β10f(x,y)

und an der Stelleh = 0

d

dh
Φ(x,y;h)

∣∣∣∣
h=0

= α1ϑ1fx(x,y)+α1β10fy(x,y)f(x,y).

Durch Koeffizientenvergleich mit der TAYLOR-Entwicklung von∆(x,y;h) er-
hält man

h0 : α0+α1 = 1,

h1fx : α1ϑ1 =
1
2
,

h1fyf : α1β10 =
1
2
.

als Bestimmungsgleichungen für ein Verfahren der Konsistenzordnungp = 2.
Aus den beiden letzten Gleichungen folgtϑ1 = β10. Ansonsten ist ein Parame-
ter frei wählbar. Man erhält verschiedene Verfahren.

• α0 = α1 = 1/2 undβ10 = ϑ1 = 1
Wir erhalten das Verfahren von HEUN(1900):

Φ(x,y;h) =
1
2

[f(x,y)+f(x+h,y +hf(x,y))] .

Dieses Verfahren braucht zwei Auswertungen der Funktionf pro Schritt.

• α0 = 0, α1 = 1 undβ10 = ϑ1 = 1/2
Wir erhalten das modifizierte EULER-Verfahren (COLLATZ 1960):

Φ(x,y;h) = f

(
x+

h

2
,y +

h

2
f(x,y)

)
.

Dieses Verfahren erfordert ebenfalls zwei Auswertungen der Funktionf
pro Schritt.
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Für größeren erhält man entsprechend kompliziertere Bestimmungsgleichungen für
die Parameter. Wir geben einige Verfahren nach folgendem Schema an.

ϑ1 β10
ϑ2 β20 β21
ϑ3 β30 β31 β32

α0 α1 α2 α3

n = 0; EULER-Verfahren;p = 1

1

n = 1; HEUN-Verfahren;p = 2

1 1

1
2

1
2

n = 1; mod. EULER-Verfahren;p = 2

1
2

1
2

0 1

n = 2; einfache KUTTA-Regel;p = 3

1
2

1
2

1 −1 2

1
6

4
6

1
6
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n = 3; RUNGE-KUTTA-Verfahren;p = 4

1
2

1
2

1
2

0
1
2

1 0 0 1

1
6

2
6

2
6

1
6

n = 3;
3
8

-Regel;p = 4

1
3

1
3

2
3
−1

3
1

1 1 −1 1

1
8

3
8

3
8

1
8

n = 3; vierstufige ENGLAND-Formel;p = 4;

1
2

1
2

1
2

1
4

1
4

1 0 −1 2

1
6

0
2
3

1
6

n = 3; GILL -Modifikation des RUNGE-KUTTA-Verfahrens;p = 4

1
2

1
2

1
2

√
2−1
2

2−
√

2
2

1 0 −
√

2
2

2+
√

2
2

1
6

2−
√

2
6

2+
√

2
6

1
6
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n = 3; KUNTZMANN -Verfahren;p = 4

2
5

2
5

3
5
− 3

20
15
20

1
19
44
−15

44
40
44

11
72

0
25
72

11
72

Bemerkungen: (i) Die GILL -Modifikation des RUNGE-KUTTA-Verfahrens besitzt
ein günstigeres Rundungsfehlerverhalten als das RUNGE-KUTTA-Verfahren.
(ii) Beim KUNTZMANN -Verfahren fallen in der Entwicklung des lokalen Diskreti-
sierungsfehlers auch noch einige Terme vierter Ordnung weg.

6.2.3. Konvergenz von Einschrittverfahren

Wir betrachten wieder ein AWP

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

und ein ESV

η0 = y0,

ηk+1
xk+1

=
=

ηk +hΦ(xk,ηk;h),
x0+(k +1) ·h

}
k = 0,1, . . .

zur Lösungsberechnung. Wir werden nun untersuchen, wie sich der globale Diskre-
tisierungsfehler

e(x;h) = η(x;h)−y(x)

an einer Stellex für h→ 0 verhält, wobei nur Schrittweiten

h ∈Hx =
{

x−x0

n

∣∣∣∣ n = 1,2, . . .

}
zulässig sind. Wir untersuchen

lim
n→∞

e

(
x;

x−x0

n

)
= lim

n→∞
e(x;hn).
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Wir werden zeigen, dass alle ESV der Konsistenzordnungp > 0 konvergent sind,
und dass darüber hinaus die Konvergenzordnung mit der Konsistenzordnung über-
einstimmt. Für den Beweis des Konvergenzsatzes benötigen wir den folgenden Hilfs-
satz.

6.6. Satz:Gelten für die Zahlenξi i = 0,1, . . . die Ungleichungen

|ξi+1| <= (1+ δ)|ξi|+B, i = 0,1, . . .

mit gewissen Konstantenδ > 0 undB >
= 0, so gilt

|ξn| <= enδ|ξ0|+
enδ−1

δ
B, n = 0,1, . . .

Beweis:Aus der Voraussetzung folgt

|ξ1| <
= (1+ δ)|ξ0|+B

|ξ2| <
= (1+ δ)2|ξ0|+(1+ δ)B +B

= (1+ δ)2|ξ0|+[(1+ δ)+1]B
|ξ3| <

= (1+ δ)3|ξ0|+(1+ δ) [(1+ δ)+1]B +B

= (1+ δ)3|ξ0|+
[
(1+ δ)2+(1+ δ)+1

]
B

... ...
|ξn| <

= (1+ δ)n|ξ0|+
[
(1+ δ)n−1+ · · ·+(1+ δ)+1

]
B

= (1+ δ)n|ξ0|+
(1+ δ)n−1
(1+ δ)−1

B

= (1+ δ)n|ξ0|+
(1+ δ)n−1

δ
B.

Wegen 0< 1+ δ <
= eδ für δ > 0 folgt daraus

|ξn| <= (1+ δ)n|ξ0|+
enδ−1

δ
B.

�

Nun beweisen wir den eigentlichen Konvergenzsatz.

6.7. Satz:Gegeben sei fürx0 ∈ [a,b] undy0 ∈ Rd das AWP

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

mit der exakten Lösungy(x). Die IterationsfunktionΦ eines ESV habe folgende
Eigenschaften:



6.2. EINSCHRITTVERFAHREN 17

1. Φ ist stetig auf dem Gebiet

G =
{

(x,y,h) | x ∈ [a,b],‖y−y(x)‖ <
= γ, |h| <= h0

}
mit Konstantenγ > 0 undh0 > 0.

2. Es existiert eine KonstanteM > 0, so dass

‖Φ(x,y1;h)−Φ(x,y2;h)‖ <
= M‖y1−y2‖

für alle (x,y1,h),(x,y2,h) ∈G gilt.

3. Es existiert eine KonstanteN > 0, so dass

‖τ (x,y(x);h)‖= ‖∆(x,y(x);h)−Φ(x,y(x);h)‖ <
= N |h|p

für alle x ∈ [a,b] und alle|h| <= h0 gilt.

Dann existiert ein̄h mit 0 < h̄ <
= h0, so dass

e(x,hn)‖ <
= N

eM |x−x0|−1
M

|hn|p

für alle x ∈ [a,b] und allehn = (x−x0)/n mit |hn| <= h̄ gilt. Für γ =∞ ist h̄ = h0.

Beweis:Statt der IterationsfunktionΦ betrachten wir die Funktion

Φ̃ =


Φ(x,y;h) (x,y,h) ∈G,

Φ
(
x,y(x)+γ

y−y(x)
‖y−y(x)‖;h

)
x ∈ [a,b], |h| <= h0, ‖y−y(x)‖> γ

und das durch sie definierte ESV.Φ̃ ist offensichtlich stetig auf

G̃ =
{

(x,y,h)
∣∣∣ x ∈ [a,b],y ∈ Rd, |h| <= h0

}
und genügt der LIPSCHITZ-Bedingung

‖Φ̃(x,y1;h)− Φ̃(x,y2;h)‖ <
= M‖y1−y2‖

für alle (x,y1,h),(x,y2,h) ∈ G̃. WegenΦ̃(x,y(x);h) = Φ(x,y(x);h) gilt auch die
dritte Voraussetzung des Satzes für das durchΦ̃ definierte ESV:

η̃0 = y0,

η̃k+1
xk+1

=
=

η̃k +hΦ̃(xk, η̃k;h),
xk +h

}
für k = 0,1, . . .
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Wir wollen den globalen Diskretisierungsfehler ˜e(x;h) dieses Verfahrens abschät-
zen. Es gilt

ẽk+1 = η̃k+1−yk+1

= η̃k +hΦ̃(xk, η̃k;h)−yk+1+yk−yk +hΦ̃(xk,yk;h)−hΦ̃(xk,yk;h)

= ẽk−h

[
yk+1−yk

h
− Φ̃(xk,yk;h)

]
+h

[
Φ̃(xk, η̃k;h)− Φ̃(xk,yk;h)

]
= ẽk−hτ (xk,yk;h)+h

[
Φ̃(xk, η̃k;h)− Φ̃(xk,yk;h)

]
.

Damit erhalten wir für die Norm des globalen Diskretisierungsfehlers die Abschät-
zung

‖ẽk+1‖ <
= ‖ẽk‖+ |h|‖τ (x,yk;h)‖+ |h|

∥∥Φ̃(xk, η̃k;h)− Φ̃(x,yk;h)
∥∥

<
= ‖ẽk‖+ |h|N |h|p + |h|M‖η̃k−yk‖
= (1+M |h|)‖ẽk‖+N |h|p+1.

Mit Satz 6.6 und ˜e0 = 0 folgt daraus

‖ẽn‖ <
=

en|h|M −1
M |h|

N |h|p+1 =
en|h|M −1

M
N |h|p.

Für ein festesx ∈ [a,b], x 6= x0, ist

h = hn =
x−x0

n

undẽn = ẽ(x,hn) = ẽ(x0+nhn,hn). Damit folgt

‖ẽ(x,hn)‖ <
=

eM |x−x0|−1
M

N |h|p <
=

eM |b−a|−1
M

N |h|p.

Diese Abschätzung gilt für beliebigex ∈ [a,b] und alle|hn| <= h0. Ist nun

|hn| <= h̄ = min


(

γM

N
(
eM |b−a|−1

))1/p

,h0

> 0,

so gilt für allehn mit |hn|< h̄

‖ẽ(x,hn)‖ <
=

eM |b−a|−1
M

N
γM

N
(
eM |b−a|−1

) = γ.

Damit gilt aber für allen η̃n ∈ G und Φ̃(x, η̃n;h) = Φ(x, η̃n;h). Im Falle |hn| < h̄
geht das durch̃Φ erzeugte ESV in das durchΦ erzeugte ESV über. Alle Abschät-
zungen gelten dann auch fürη(x;hn). �
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Der letzte Satz sagt aus, dass die Konvergenzordnung eines ESV gleich seiner Kon-
sistenzordnung ist, falls die IterationsfunktionΦ in einer Umgebung der exakten Lö-
sung des AWP lipschitzstetig ist. Für die RUNGE-KUTTA-Verfahren ergibt sich aber
die LIPSCHITZ-Stetigkeit vonΦ aus der ohnehin geforderten LIPSCHITZ-Stetigkeit
vonf .
Man könnte nun das Ergebnis dieses Satzes dazu nutzen, um die Schrittweite zum
Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit abzuschätzen. Dazu müsste man nähe-
rungsweise die KonstantenM undN kennen. FallsΦ hinreichend oft partiell diffe-
renzierbar ist, läuft dies auf die Abschätzung partieller Ableitungen vonΦ bzw. f
hinaus.
Für das EULER-Verfahren erhält man

M ≈
∥∥∥∥∂Φ(x,y;h)

∂y

∥∥∥∥=
∥∥fy(x,y)

∥∥ , N ≈ 1
2

∥∥fx(x,y)+fy(x,y)f(x,y)
∥∥ .

Für das HEUN-Verfahren erhält man

M ≈
∥∥∥∥∂Φ(x,y;h)

∂y

∥∥∥∥=
∥∥fy(x,y)

∥∥
und

N ≈ 1
12

∥∥∥fxx +2fxyf +fyyf
2−2fy(fx +fyf)

∥∥∥ .

Praktisch ist das kaum durchführbar.

6.2.4. Rundungsfehlereinfluss

Wir betrachten das ESV

η0 = y0,

ηk+1
xk+1

=
=

ηk +hΦ(xk,ηk;h),
xk +h

}
, k = 0,1, . . .

Auf einem Rechner treten Rundungsfehler auf, so dass das Verfahren in der Form

η̂0 = y0,

η̂k+1
xk+1

=
=

η̂k +hΦ(xk, η̂k;h)+δk+1,
xk +h

}
, k = 0,1, . . .

realisiert wird; die Größeδk stellt dabei den pro Schritt erzeugten Rundungsfehler
dar. Es gilt der folgende Satz.
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6.8. Satz:Es sei zum Lösen eines AWP obiges ESV gegeben. Die FunktionΦ genüge
den Voraussetzungen aus Satz 6.7 und der pro Schritt erzeugte Rundungsfehler sei
beschränkt:

‖δk‖ <
= ∆ <∞, k = 1,2, . . .

Für hinreichend großesγ gilt dann:
Der gesamte Rundungsfehler

r(xk;h) = η̂(xk;h)−η(xk;h)

genügt der Abschätzung

‖r(xk;h)‖ <
=

∆
|h|

eM |xk−x0|−1
M

.

Für den gesamten absoluten Fehler

v(xk;h) = η̂(xk;h)−y(xk)

gilt die Abschätzung

‖v(xk;h)‖ <
=

(
N |h|p +

∆
|h|

)
eM |xk−x0|−1

M
.

Beweis:Wir betrachten wieder, wie im Beweis von Satz 6.7, das durch die Funktion
Φ̃ erzeugte Verfahren

η̃0 = y0,

η̃k+1
xk+1

=
=

η̃k +hΦ̃(xk, η̃k;h),
xk +h

}
, k = 0,1, . . .

Die Berücksichtigung von Rundungsfehlern führt auf das Verfahren

ˆ̃η0 = y0,
ˆ̃ηk+1
xk+1

=
=

ˆ̃ηk +hΦ̃(xk, ˆ̃ηk;h)+ δ̃k+1,
xk +h

}
, k = 0,1, . . .

mit

‖δ̃k‖ <
= ∆̃ <∞, k = 1,2, . . .
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Hieraus ergibt sich

r̃k+1 = ˆ̃ηk+1− η̃k+1

= ˆ̃ηk +hΦ̃(xk, ˆ̃ηk;h)+ δ̃k+1− η̃k−hΦ̃(xk, η̃k;h)
= r̃k +h

[
Φ̃(xk, ˆ̃ηk;h)− Φ̃(xk, η̃k;h)

]
+ δ̃k+1

und

‖r̃k+1‖ <
= ‖r̃k‖+ |h|

∥∥Φ̃(xk, ˆ̃ηk;h)− Φ̃(xk, η̃k;h)
∥∥+‖δ̃k+1‖

<
= ‖r̃k‖+ |h|M

∥∥ ˆ̃ηk− η̃k

∥∥+‖δ̃k+1‖
<
= (1+M |h|)‖r̃k‖+ ∆̃.

Mit Satz 6.6 und‖r̃0‖= 0 folgt die Abschätzung

‖r̃k‖ <
= ∆̃

ekM |h|−1
M |h|

=
∆̃
|h|

eM |xk−x0|−1
M

.

Für den gesamten absoluten Fehler erhalten wir

‖ṽk‖ <
= ‖r̃k‖+‖ẽk‖

<
=

∆̃
|h|

eM |xk−x0|−1
M

+N |h|peM |xk−x0|−1
M

=
(

N |h|p +
∆̃
|h|

)
eM |xk−x0|−1

M

Ist nunγ hinreichend groß, so dass Schrittweiten existieren, für die

‖ṽk‖= ‖ṽ(xk;h)‖ <
= γ

für alle xk ∈ [a,b] gilt, so stimmtΦ̃ für diese Schrittweiten mitΦ überein. Alle
Abschätzungen gelten dann auch für das ursprüngliche Verfahren mit∆ statt∆̃. �

Betrachten wir nun noch den pro Schritt erzeugten Rundungsfehler genauer. Wir
beschränken uns dabei auf den eindimensionalen Fally : D⊂R→R. Das Berechnen
von η̂k+1 erfolgt in folgenden Schritten:

ak = gl (Φ(xk, η̂k;h)) = Φ(xk, η̂k;h)(1+αk)

bk = gl(hak) = hak(1+βk)
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η̂k+1 = gl(η̂k + bk) = (η̂k + bk)(1+γk)
= (η̂k +hak(1+βk))(1+γk)
= (η̂k +hΦ(xk, η̂k;h)(1+αk)(1+βk))(1+γk)
.= (η̂k +hΦ(xk, η̂k;h)(1+αk +βk))(1+γk)
.= η̂k +hΦ(xk, η̂k;h)+hΦ(xk, η̂k;h)(αk +βk +γk)+ η̂kγk.

Damit gilt

δk+1
.= hΦ(xk, η̂k;h)(αk +βk +γk)+ η̂kγk = hΦ(xk, η̂k;h)(αk +βk)+ η̂k+1γk.

Normalerweise ist die Schrittweite so klein, dass

|hΦ(xk, η̂k;h)y| � |η̂k+1|

gilt. Dann wird der Rundungsfehler im wesentlichen durch den Term ˆηk+1γk, also
den Fehler bei der Addition bestimmt. Es ist daher nützlich, die Addition mit einer
höheren Genauigkeit durchzuführen.

6.2.5. Schrittweitensteuerung

Wie wir gesehen haben, ist die Schätzung einer günstigen Schrittweite zum Errei-
chen einer vorgegebenen Genauigkeit mittels Satz 6.7 praktisch nicht möglich. In
diesem Abschnitt werden wir zwei andere Möglichkeiten zur Schätzung des glo-
balen Diskretisierungsfehlers und damit zur Schrittweitensteuerung kennenlernen.
Beide Verfahren beruhen darauf, dass man mit verschiedenen Methoden zwei Nähe-
rungenηI(x) undηII(x) berechnet und aus der DifferenzηI(x)−ηII(x) auf die
Größe des globalen Diskretisierungsfehlers schließt.
Betrachten wir ein ESVp-ter Ordnung. Es gilt

e(x;h) = η(x;h)−y(x) = ep(x)hp +O(hp+1)

mit ep(x0) = o. Bei Vernachlässigung des Restgliedes folgt

η(x;h) .= y(x)+ep(x)hp.

Berechnet man mit der Schrittweiteh/2 eine weitere Näherung, so gilt

η

(
x;

h

2

)
.= y(x)+ep(x)

(
h

2

)p

.

Nun lässt sichep(x) näherungsweise berechnen. Es ergibt sich

η(x;h)−η

(
x;

h

2

)
.= ep(x)

(
hp−

(
h

2

)p)
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und

ep(x)
(

h

2

)p
.=

η(x;h)−η
(
x; h

2

)
2p−1

.

Diese Gleichung wird zunächst verwendet, um die berechneten Näherungen zu ver-
bessern. Man erhält

y(x) .= η̄(x) = η

(
x;

h

2

)
−

η(x;h)−η
(
x; h

2

)
2p−1

=
2pη

(
x; h

2

)
−η(x;h)

2p−1
.

Dies entspricht dem Extrapolationsprinzip im ROMBERG-Verfahren.
Auch die beiden Näherungenη(x;h) undη(x;h/2) lassen sich verwenden, um eine
bessere Schrittweite zu bestimmen. Wegenep(x0) = o gilt

ep(x) .= (x−x0)e′p(x0).

Damit folgt weiter

e(x0+h;h) .= ep(x0+h)hp .= (x0+h−x0)e′p(x0)hp = e′p(x0)hp+1

und

e

(
x0+h;

h

2

)
.= ep(x0+h)

(
h

2

)p

.= (x0+h−x0)e′p(x0)
(

h

2

)p

= e′p(x0)h
(

h

2

)p

.

Aus diesen beiden Gleichungen lässt siche′p(x0) näherungsweise berechnen. Man
erhält

e′p(x0)
.=

2p

2p−1

η(x0+h;h)−η
(
x0+h; h

2

)
hp+1 .

Von einer guten Schrittweitēh wird man fordern, dass der globale Diskretisierungs-
fehler unterhalb einer vorgegebenen Genauigkeitsschrankeε liegt:

‖e(x0+ h̄; h̄)‖ .= ‖e′p(x0)‖|h̄|p+1 <
= ε.

Mit dem geschätztene′p(x0) liefert das folgende Schrittweitenschätzung

|h̄|p+1
.
<
=

2p−1
2p

ε∥∥∥η(x0+h;h)−η
(
x0+h; h

2

)∥∥∥|h|p+1
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oder

|h̄|
.
<
= |h| p+1

√√√√2p−1
2p

ε∥∥∥η(x0+h;h)−η
(
x0+h; h

2

)∥∥∥ .

Damit ergibt sich der folgende Algorithmus:

6.9. Schrittweitensteuerung bei ESV:
Es sei ein ESV mit der Konsistenzordnungp zum Lösen des AWP

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

gegeben.
S0 Wähle GrundschrittweiteH und eine zu erreichende Genauigkeitε.

S1 Berechne mit dem gegebenen ESV die beiden Näherungen

η(x0+H;H), η(x0+H;H/2).

S2 Berechne

H

h
=

p+1

√
2p

2p−1

∥∥η(x0+H;H)−η
(
x0+H; H

2

)∥∥
ε

.

S3 Ist H/h� 2, so setzeH = 2h und gehe zu SchrittS1.
S4 Setze

x0 = x0+H,

y0 = η

(
x0+h;

H

2

)
,

H = 2h

und gehe zu SchrittS1.

Bemerkungen: (i) In der Praxis wird man die BedingungH/h� 2 in SchrittS3
durchH/h >

= 3..5 ersetzen.
(ii) ε sollte man nicht kleiner alsKeps wählen, wobeiK eine obere Schranke für
den Betrag der Lösung im betrachteten Bereich ist. Also

K ≈max{ ‖y(x)‖ | x ∈ [x0,x0+H]} .
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Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren

Bei dem oben angegebenen Verfahren6.9 zur Schrittweitensteuerung benötigt man
pro Schritt mindestens drei Auswertungen der IterationsfunktonΦ. Wir werden se-
hen, dass man auch mit geringerem Aufwand entsprechende Schätzungen für den
globalen Diskretisierungsfehler und damit eine bessere Schrittweite erhält.
Wir betrachten zwei ESV. Diese seien durch die IterationsfunktionenΦ1 und Φ2
gegeben. Die Konsistenzordnung des ersten Verfahrens seip und die des zweiten
Verfahrens seip+1. Für die lokalen Diskretisierungsfehler gilt dann

τ 1(x,y;h) = ∆(x,y;h)−Φ1(x,y;h) = C1(x)hp +O(hp+1),
τ 2(x,y;h) = ∆(x,y;h)−Φ2(x,y;h) = C2(x)hp+1+O(hp+2).

Ausgehend von einer Näherungη(x) berechnen wir mit beiden Verfahren Näherun-
gen an der Stellex+H:

η1(x+H;H) = η(x)+HΦ1(x,η(x);H),
η2(x+H;H) = η(x)+HΦ2(x,η(x);H).

Für die Differenz der beiden Näherungen gilt

η1(x+H;H)−η2(x+H;H) = H (Φ1(x,η(x);H)−Φ2(x,η(x);H))
= C1(x)Hp+1+O(Hp+2).

In erster Näherung gilt damit

C1(x) .=
η1(x+H;H)−η2(x+H;H)

Hp+1 .

Von einem erfolgreichen Schritt mit der Schrittweiteh werden wir fordern, dass

ε >
= ‖η1(x+h;h)−η2(x+h;h)‖ .= ‖C1(x)‖|h|p+1

gilt. Mit der obigen Schätzung fürC1(x) liefert das die Schrittweitenschätzung

h≈H p+1

√
ε

‖η1(x+H;H)−η2(x+H;H)‖
.

Es ergibt sich der folgende Algorithmus:

6.10.RUNGE-KUTTA-FEHLBERG-Verfahren:
Es seien zwei ESV mit den Konsistenzordnungenp undp+1 zum Lösen des AWP

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

gegeben.
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S0 Wähle GrundschrittweiteH und eine zu erreichende Genauigkeitε.

S1 Berechne mit den gegebenen ESV die Näherungen

η1(x0+H;H), η2(x0+H;H).

S2 Berechne

H

h
= p+1

√
‖η1(x0+H;H)−η2(x0+H;H)‖

ε
.

S3 Ist H/h� 2, so setzeH = 2h und gehe zu SchrittS1.

S4 Setze

x0 = x0+H,

y0 = η2(x0+H;H),
H = 2h

und gehe zu SchrittS1.

Bemerkungen:(i) Auf den ersten Blick scheint der Aufwand beim Algorithmus6.10
nicht geringer als beim Algorithmus6.9 zu sein. Rechnet man beim Algorithmus
6.9 k Auswertungen der Funktionf für einen Iterationsschritt, so benötigt dieser
Algorithmus mindestens 3k Auswertungen der Funktionf pro Schritt. Rechnet man
beim Algorithmus6.10k Auswertungen der Funktionf für das erste Verfahren und
k + 1 Auswertungen der Funktionf für das zweite Verfahren, so benötigt dieser
Algorithmus mindestens 2k+1 Auswertungen der Funktionf pro Schritt. Es lassen
sich aber ESV der Ordnungp+1 konstruieren, bei denen ein ESV der Ordnungp als
Zwischenergebnis abfällt. So zum Beispiel

1
4

1
4

27
40
−189

800
729
800

1
214
891

27
891

650
891

p = 2
214
891

27
891

650
891

p = 3
533
2106

0
1600
2106

− 27
2106

.
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Wir berechnen

k1 = f(x,y),

k2 = f

(
x+

1
4
H,y +

1
4
Hk1

)
,

k3 = f

(
x+

27
40

H,y− 189
800

Hk1+
79
800

Hk2

)
,

η1 = y +H

(
214
891

k1+
27
891

k2+
650
891

k3

)
,

k4 = f(x+Hη1),

η2 = y +H

(
533
2106

k1+
1600
2106

k3+
27

2106
k4

)
.

Der Aufwand des gesamten Verfahrens wird durch das Verfahren mit der höheren
Konvergenzordnung bestimmt. Beim Vergleich der Algorithmen6.9und6.10würde
man damit ein Verhältnis von 3k zuk +1 Funktionsauswertungen pro Schritt erhal-
ten. Damit sind die RUNGE-KUTTA-FEHLBERG-Verfahren bedeutend effektiver.
(ii) Man beachte die beiden Bemerkungen zum Algorithmus6.9.

Anwendung der Schrittweitensteuerung auf die numerische Integration

Die Aufgabe der numerischen Integration ist auch als AWP formulierbar. Das Be-
rechnen von

I(f) =
b∫

a

f(x)dx

ist dem Problem des Berechnens des Wertesy(b) der Lösung des AWP

y′(x) = f(x), y(a) = 0

äquivalent. Ist nun durch

Qn(f) = (b−a)
n

∑
i=0

wif(xi), xi = a+ϑi(b−a)

eine Quadraturformel zum näherungsweisen Berechnen vonI(f) gegeben, so ent-
spricht dem das ESV

η0 = y0,

ηk+1
xk+1

=
=

ηk +hΦ(xk,ηk;h),
xk +h

}
, k = 0,1, . . .
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mit

Φ(xk,ηk;h) =
n

∑
i=0

wif(xk +ϑih).

Hat die Quadraturformel den Exaktheitsgradq, so gilt

1∫
0

xl dx = Qn(xl) =
n

∑
i=0

wiϑ
l
i

für l = 0, . . . , q. Daraus ergibt sich
n

∑
i=0

wiϑ
l
i =

1
l+1

, l = 0, . . . , q.

Die erstenq Glieder der TAYLOR-Entwicklung

Φ(x,y;h) = ϕ0(x,y)+ϕ1(x,y)h+ϕ2(x,y)h2+ . . .

von Φ lauten dann

ϕl(x,y)hl =
hl

l!
dl

dhl
Φ(x,y;h)|h=0 =

hl

l!

n

∑
i=0

wif
(l)(x)ϑl

i =
hl

(l+1)!
f (l)(x).

Damit ergibt sich für den lokalen Diskretisierungsfehler

τ(x,y;h) = O(hq+1).

Das ESV, das der QuadraturformelQn(f) entspricht, hat daher die Konsistenzord-
nungp = q + 1. Damit ist das erste Verfahren zur Schrittweitensteuerung von ESV
(Algorithmus6.9) unmittelbar auf die numerische Integration anwendbar. Wir erhal-
ten den folgenden Algorithmus.

6.11. Schrittweitensteuerung für Quadraturverfahren:
Es sei durch

Qn(f) = (b−a)
n

∑
i=0

wif(a+ϑi(b−a))

ein Quadraturverfahren mit dem Exaktheitsgradq zum näherungsweisen Berechnen
von

I(f) =
b∫

a

f(x)dx

gegeben.
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S0 Wähle GrundschrittweiteH <
= b−a und eine zu erreichende Genauigkeitε.

Setzex0 = a, η0 = 0 undk = 0.

S1 Falls xk = b so setzeI(f) = ηk. STOPP

S2 Berechne die Näherungen

η̄k+1 = ηk +H
n

∑
i=0

wif(a+ϑiH)

und

η̂k+1 = ηk +
H

2

n

∑
i=0

wif

(
a+ϑi

H

2

)
+

H

2

n

∑
i=0

wif

(
a+

H

2
+ϑi

H

2

)
.

S3 Berechne

H

h
= q+2

√
2q+1

2q+1−1
‖η̄k+1− η̂k+1‖

ε
.

S4 Ist H/h� 2, so setzeH = 2h und gehe zu SchrittS2.
S5 Setze

xk+1 = xk +H,

ηk+1 = η̂k+1,

H = min{2h,b−xk+1},
k = k +1

und gehe zu SchrittS1.

6.2.6. Steife Differentialgleichungen und implizite Verfahren

Viele AWP aus der Praxis bereiten beim Lösen eigenartige Schwierigkeiten. Betrach-
ten wir dazu als Beispiel das AWP

y′ = µy, y(0) = 1

mit der exakten Lösungy(x) = eµx. Ist µ < 0, so strebt die Lösung fürx →∞
gegen Null. Für hinreichend großex ändert sich die Lösung nur noch unwesentlich.
Man sollte annehmen, dass man in diesem Bereich mit großen Schrittweiten arbeiten
könnte. Verwendet man nun das EULERsche Polygonzugverfahren, erhält man die
Näherungen

ηk+1 = ηk +µhηk = (1+µh)ηk,
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folglich

ηk = (1+µh)kη0 = (1+µh)k.

Die ηk konvergieren offensichtlich nur für|1+µh| < 1 gegen Null. Positive Nähe-
rungslösungen erhält man nur für 1+ µh > 0. Damit ergibt sich für „vernünftige“
Schrittweiten die Forderung

−1 < µh < 0,

und daraus wegenµ < 0

0 < h <−1
µ

.

Je größer|µ|, also je schneller die exakte Lösung gegen Null konvergiert, desto klei-
nere Schrittweiten muss man wählen, um vernünftige Näherungslösungen zu erhal-
ten.
Auch für Verfahren höherer Ordnung ergibt sich die gleiche Situation. Das HEUN-
Verfahren liefert für das obige AWP die Näherungslösungen

ηk =
(

1+µh+
µ2h2

2

)k

.

Damit wieder 0< ηk undηk → 0 für k→∞ gilt, muss die Schrittweiteh die Un-
gleichungen

0 < 1+µh+
µ2h2

2
< 1

erfüllen. Daraus ergibt sich

−1 < (1+µh)2 < 1

und weiter

|1+µh|< 1,

also

h <−2
µ

.
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Das ist nicht wesentlich besser als beim EULER-Verfahren. Ein Verfahren, das besser
zum Lösen des obigen AWP geeignet ist, erhalten wir folgendermaßen. Wir integrie-
ren die Differentialgleichung vonx bisx+h und erhalten

x+h∫
x

y′(t)dt =
x+h∫
x

f(t,y(t)dt,

und daraus

y(x+h) = y(x)+
x+h∫
x

f(t,y(t))dt.

Wendet man die Rechteckregel mit der linken Intervallgrenze zur Approximation des
Integrals an, erhält man das bekannte EULER-Verfahren

η(x+h) = η(x)+hf(x,η(x)).

Wendet man jedoch die Rechteckregel mit der rechten Intervallgrenze an, erhält man

η(x+h) = η(x)+hf(x+h,η(x+h)).

Hier ergibt sich die neue Näherungη(x+h) aus einem im allgemeinen nichtlinearen
Gleichungssystem. Das Verfahren wird alsimplizites EULER-Verfahren bezeichnet.
Für obiges eindimensionales AWP (f(x,y) = µy) lässt sich das Gleichungssystem
nachη(x+h) auflösen. Es ergibt sich

η(x+h) =
1

1−µh
η(x).

Damit hat diek-te Näherung die Darstellung

ηk = η(xk) =
1

(1−µh)k
.

Die Forderungen

lim
k→∞

ηk = 0, ηk > 0

liefern dann im Falleµ < 0

0 <
1

1−µh
< 1,
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folglich

h > 0.

Das Verfahren liefert für beliebige positive Schrittweiten vernünftige Lösungen.
Wir wollen nun Differentialgleichungen mit diesen Schwierigkeiten genauer charak-
terisieren. Das lineare Differentialgleichungssystem

y′ = Ay, A ∈ Rd×d

heißtsteif, falls alle Eigenwerteλi der MatrixA einen negativen Realteil haben und
zusätzlich

q =
max{ |<(λi)| | i = 1, . . . ,d}
min{ |<(λi)| | i = 1, . . . ,d}

� 1

gilt. Für q ≈ 10 heißt das Differentialgleichungssystemschwach steif, für q >
= 10

steif.
Bemerkung:Der Begriff der Steifheit ist auf beliebige Differentialgleichungen über-
tragbar. Die Differentialgleichung

y′ = f(x,y)

wird durch die Einführung der Funktionen ¯y(x) = x und

ỹ(x) =
(

y(x)
ȳ(x)

)
auf die Gestalt

ỹ′ = f̃(ỹ) =
(

f(x,y)
1

)
gebracht. Durch Linearisierung in der Nähe eines Punktes ˜y0 erhält man dann eine
Differentialgleichung der Formy′ = Ay. Damit lässt sich für eine beliebige Diffe-
rentialgleichung lokal der Steifheitsbegriff erklären.
Wendet man nun ein ESV zum Lösen eines AWP der Form

y′ = Ay, y(x0) = y0,

an, lässt sich für die Folge{ηk}k∈N der Näherungslösungen meist eine Rekursions-
formel

ηk+1 = g(hA)ηk

mit einer rationalen Funktiong angeben, die nur vom betrachteten Verfahren ab-
hängt. Man erhält zum Beispiel:
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• EULER-Verfahren:

ηk+1 = (I +hA)ηk, g(z) = 1+ z,

• implizites EULER-Verfahren:

ηk+1 = (I−hA)−1ηk, g(z) =
1

1− z
,

• HEUN-Verfahren:

ηk+1 =
(

I +hA+
1
2
(hA)2

)
ηk, g(z) = 1+ z +

z2

2
,

• RUNGE-KUTTA-Verfahren:

ηk+1 =
(

I +hA+
1
2
(hA)2+

1
6
(hA)3+

1
24

(hA)4
)

ηk,

g(z) = 1+ z +
z2

2
+

z3

6
+

z4

24
.

Genügen die Näherungslösungen eines ESV für das angegebene AWP einer derarti-
gen Rekursionsformel, so gilt

ηk = [g(hA)]k y0

bzw.

η(x;h) = [g(hA)]
x−x0

h y0.

Falls die Eigenwerte der Matrixg(hA) betragsmäßig größer als 1 sind, wachsen
die Näherungenηk unbeschränkt. Näherungslösungen, die für großex gegen Null
konvergieren, ergeben sich nur für|λ(g(hA))| < 1. Ist λ Eigenwert vonA, so ist
g(hλ) Eigenwert vong(hA). Damit spielen gerade die Argumentez von g eine
besondere Rolle, für die|g(z)|< 1 gilt;. Das lineare AWP

y′ = Ay, y(x0) = y0

werde mit einem ESV gelöst. Für die Näherungslösungen existiere bei konstanter
Schrittweite eine Rekursionsbeziehung der Form

η0 = y0,

ηk+1
xk+1

=
=

g(hA)ηk,
xk +h

}
, k = 0,1, . . .
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Die Menge

M = { z ∈ C | |g(z)|< 1}

heißt dann(absolutes) Stabilitätsgebietdes ESV.
Steife Differentialgleichungen sind gerade dadurch gekennzeichnet, dass alle Eigen-
werte der MatrixA einen negativen Realteil haben. Ein ESV wird darum genau dann
für jene Schrittweitenh > 0 vernünftige Näherungslösungen einer steifen Differen-
tialgleichung liefern, für dieλh ∈M für alle Eigenwerteλ von A gilt. Ist h > 0, so
folgt aus

λ ∈ C− = { z ∈ C | <(z) < 0}

hλ ∈ C−. Ein ESV ist darum um so besser zur Integration einer steifen Differential-
gleichung geeignet, je größer der Durchschnitt zwischen absolutem Stabilitätsgebiet
M und der linken komplexen HalbebeneC− ist. Ein ESV zum Lösen eines AWP heißt
absolut stabil bzw. A-stabil, falls C− ⊂M gilt. Das implizite EULER-Verfahren ist
damit absolut stabil. Weitere absolut stabile Verfahren höherer Ordnung gewinnt man
durch ähnliche Ansätze wie bei den RUNGE-KUTTA-Verfahren:

Φ(x,y;h) =
n

∑
k=0

αkKk(x,y;h)

mit

Kk(x,y;h) = f

(
x+ϑkh,y +h

n

∑
l=0

βklK l(x,y;h)

)
, k = 0, . . . ,n.

Die GrößenKk ergeben sich hier als Lösungen von i.a. nichtlinearen Gleichungssy-
stemen. Für den Falln = 1 ergibt sich zum Beispiel

Φ(x,y;h) = α0K0+α1K1,

K0 = f(x+ϑ0h,y +β00K0h+β01K1h),
K1 = f(x+ϑ1h,y +β10K0h+β11K1h).

Die Konstantenα0, . . . ,αn,ϑ0, . . . ,ϑn undβ00, . . . ,βnn werden wieder so bestimmt,
dass man Verfahren möglichst hoher Ordnung erhält. Wir wollen die Koeffizienten
einiger Verfahren nach folgendem Schema angeben:

ϑ0 β00 β01 β02 β03
ϑ1 β10 β11 β12 β13
ϑ2 β20 β21 β22 β23
ϑ3 β30 β31 β32 β33

α0 α1 α2 α3

.
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Speziell sind die expliziten RUNGE-KUTTA-Formeln in diesem Schema enthalten
(βij = 0 für j >

= i). Gilt βij = 0 für j > i, so heißen die Verfahrendiagonalimplizit .

• GAUSS-LEGENDRE
1
2

1
2

1
p = 2

1
2−α 1

4
1
4−α

1
2 +α 1

4 +α 1
4

1
2

1
2

α = 1
2
√

3
p = 4

• RADAU IA

0 0
1

p = 1

0 1
4 −1

4
2
3

1
4

5
12

−1
4

3
4

p = 3

• RADAU IIA

1 1
1

p = 1

1
3

5
12 −

1
12

1 3
4

1
4

3
4

1
4

p = 3

• LOBATTO IIIA

0 0 0
1 1

2
1
2

1
2

1
2

p = 2

0 0 0 0
1
2

5
24

1
3 −

1
24

1 1
6

2
3

1
6

1
6

2
3

1
6

p = 4
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Schrittweitensteuerungen sind analog zu expliziten Verfahren möglich. Es existieren
auch Verfahren, die ähnlich wie die RUNGE-KUTTA-FEHLBERG-Verfahren funktio-
nieren.

6.3. Mehrschrittverfahren

6.3.1. Prediktor-Korrektor-Verfahren

ESV waren dadurch charakterisiert, dass zum Berechnen einer Näherungηk+1 nur
die Kenntnis der vorigen Näherungηk benötigt wurde. Nun liegt es nahe, Verfahren
zu konstruieren, die zum Berechnen der Näherungηk+1 mehrere vorhergehende Nä-
herungenηk,ηk−1, . . . ,ηk−r+1 verwenden. Verfahren dieser Art heißen Mehrschritt-
verfahren.4 Wir wollen nun einfache MSV konstruieren. Es sei

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

das zu lösende AWP. Die Funktionf erfülle die Voraussetzungen aus Satz 6.1. Inte-
grieren wir die Differentialgleichung vonx bis x̄, so erhalten wir

x̄∫
x

y′(t)dt =
x̄∫

x

f(t,y(t))dt

und damit

y(x̄)−y(x) =
x̄∫

x

f(t,y(t))dt.

Kennt man einen Näherungswert füry(x), lässt sich eine Näherung füry(x̄) gewin-
nen, indem man das Integral auf der rechten Seite der obigen Gleichung in geeigneter
Weise approximiert. Hier treten zwei Schwierigkeiten auf. Einerseits kennt man die
Abhängigkeit des Integrandenf von t nicht, da die Funktiony(t) nicht bekannt ist.
Andererseits ließe sich das Integral auch bei bekannter Abhängigkeit der Funktion
f von t in den meisten Fällen nur näherungsweise berechnen. Betrachten wir das
Problem der Approximation des bestimmten Integrals bei bekanntem Integranden.
Zum Lösen dieses Problems gehen wir ähnlich wie bei der Herleitung der NEWTON-
COTES-Formeln vor. Wir ersetzen den Integranden durch ein geeignetes Interpola-
tionspolynom und integrieren dieses. Zur Konstruktion des Interpolationspolynoms
wählen wir äquidistante Stützstellen

xi = x0+ ih, i = 0,1, . . .

4Wir werden für Mehrschrittverfahren die Abkürzung MSV verwenden.
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Weiterhin sei

x̄ = xp+k, x = xp−j.

Das gesuchte InterpolationspolynomP q(t) sei durch

1. GradP q
<
= q und

2. P q(xi) = f(xi,y(xi)) für i = p,p−1, . . . ,p− q

festgelegt. Man beachte, dassP q im Falle y : R −→ Rd selbst eine Vektorfunkti-
on ist, deren Komponenten Polynome vom Höchstgradq sind. Mit der LAGRAN-
GEschen Interpolationsformel istP q sofort angebbar. Wir erhalten

P q(t) =
q

∑
i=0

f(xp−i,y(xp−i))Li(t)

mit

Li(t) =
q

∏
l=0
l 6=i

t−xp−l

xp−i−xp−l
, i = 0,1, . . . , q.

Damit gilt

yp+k ≈ yp−j +
q

∑
i=0

f(xp−i,y(xp−i))

xp+k∫
xp−j

Li(t)dt

= yp−j +h
q

∑
i=0

βqif(xp−i,y(xp−i))

mit

βqi =
1
h

xp+k∫
xp−j

Li(t)dt

=
1
h

xp+k∫
xp−j

q

∏
l=0
l 6=i

t−xp−l

xp−i−xp−l
dt.

Durch die Substitutiont = xp +sh = x0+(p+s)h erhält man daraus

βqi =
k∫
−j

q

∏
l=0
l 6=i

s+ l

−j + l
ds.
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Je nach Wahl vonk,j undq ergeben sich verschiedene Verfahren der Form

ηp+k = ηp−j +h
q

∑
i=0

βqif(xp−i,ηp−i).

Wir wollen die wichtigsten vier Verfahrensklassen angeben.

Adams-Bashforth-Verfahren

Wir setzenk = 1, j = 0 undq = 0,1, . . . . Es gilt dann

βqi =
1∫

0

q

∏
l=0
l 6=i

s+ l

−j + l
ds

und

ηp+1 = ηp +h
[
βq0fp +βq1fp−1+ · · ·+βqqfp−q

]
mit

f i = f(xi,ηi), i = 0,1, . . . .

q sβqi s Ordnung

0 1 1 1

1 3 -1 2 2

2 23 -16 5 12 3

3 55 -59 37 -9 24 4

4 1901 -2774 2616 -1274 251720 5

Tabelle 6.1: ADAMS-BASHFORTH-Verfahren

Adams-Moulton-Verfahren

Wir setzenk = 0, j = 1 undq = 0,1, . . . . Es gilt dann

βqi =
0∫
−1

q

∏
l=0
l 6=i

s+ l

−j + l
ds
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und

ηp = ηp−1+h
[
βq0f(xp,ηp)+βq1fp−1+ · · ·+βqqfp−q

]
.

Ersetzt manp durchp+1, so erhält man die übliche Form

ηp+1 = ηp +h
[
βq0f(xp+1,ηp+1)+βq1fp + · · ·+βqqfp−q+1

]
.

q sβqi s Ordnung

0 1 1 1

1 1 1 2 2

2 5 8 -1 12 3

3 9 19 -5 1 24 4

4 251 646 -264 106 19720 5

Tabelle 6.2: ADAMS-MOULTON-Verfahren

Nyström-Verfahren

Wir setzenk = 1, j = 1 undq = 0,1, . . . . Es gilt dann

βqi =
1∫
−1

q

∏
l=0
l 6=i

s+ l

−j + l
ds

und

ηp+1 = ηp +h
[
βq0fp +βq1fp−1+ · · ·+βqqfp−q

]
.

Milne-Verfahren

Wir setzenk = 0, j = 2 undq = 0,1, . . . . Es gilt dann

βqi =
0∫
−2

q

∏
l=0
l 6=i

s+ l

−j + l
ds
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q sβqi s Ordnung

0 2 1 2

1 2 0 1 2

2 7 -2 1 3 3

3 8 -5 4 -1 3 4

4 269 -266 294 -146 2990 5

Tabelle 6.3: NYSTRÖM-Verfahren

und

ηp = ηp−2+h
[
βq0f(xp,ηp)+βq1fp−1+ · · ·+βqqfp−q

]
.

Ersetzen wir wiederp durchp+1, so erhalten wir die übliche Form

ηp+1 = ηp−1+h
[
βq0f(xp+1,ηp+1)+βq1fp + · · ·+βqqfp−q+1

]
.

Bei den Verfahren von ADAMS-BASHFORTHund NYSTRÖM lässt sich aus den be-

q sβqi s Ordnung

0 2 1 1

1 0 2 1 2

2 1 4 1 3 4

3 1 4 1 0 3 4

4 29 124 24 4 -1 90 5

Tabelle 6.4: MILNE-Verfahren

kannten Näherungenηp, . . . ,ηp−q leicht die neue Näherungηp+1 bestimmen. Da-
zu ist nur eine Auswertung der Funktionf notwendig, nämlich das Berechnen von
f(xp,ηp). Bei den Verfahren von ADAMS-MOULTON und MILNE tritt die neue Nä-
herungηp+1 jedoch auch auf der rechten Seite der Gleichung auf. Damit ergibt
sichηp+1 als Lösung eines i.a. nichtlinearen Gleichungssystems. Die Verfahren von
ADAMS-MOULTON und MILNE sind implizite Verfahren im Gegensatz zu denex-
pliziten Verfahren von ADAMS-BASHFORTHund NYSTRÖM. Zum Lösen der nicht-
linearen Gleichungen liegt es nahe, eine Fixpunktiteration folgender Form anzuwen-
den:
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6.12. Fixpunktiteration für Korrektor-Verfahren:
S0 Wähle Startwertη(0)

p+1 und setzeν = 0. Berechne für das

• ADAMS-MOULTON-Verfahren

% = ηp +h
[
βq1fp +βq2fp−1+ · · ·+βqqfp−q

]
• M ILNE-Verfahren

% = ηp−1+h
[
βq1fp +βq2fp−1+ · · ·+βqqfp−q

]
S1 Berechne

η
(ν+1)
p+1 = %+hβq0f(xp+1,η

(ν)
p+1).

S2 Setzek = k +1 und gehe zu SchrittS1.

Die Iteration konvergiert, falls die Funktionf eine LIPSCHITZ-Bedingung

‖f(x,y1)−f(x,y2)‖ <
= ‖y1−y2‖

für alle x ∈ [a,b] und alley1,y2 ∈ Rd erfüllt, und falls die Schrittweiteh hinrei-

chend klein gewählt wird. Eine gute Startnäherungη
(0)
p+1 beschafft man sich mit ei-

nem expliziten MSV. Darum heißen die expliziten MSV auchPrediktor-Verfahren
und die impliziten MSVKorrektor-Verfahren . Die Kombination eines Prediktor-
Verfahrens mit einem Korrektor-Verfahren wirdPrediktor-Korrektor-Verfahren
genannt. Für das Berechnen einer neuen Näherung reichen i. a. ein Prediktor-Schritt
und ein oder zwei Korrektor-Schritte.

6.3.2. Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Die bisher behandelten MSV und ESV sind von der Form

ηj+r +αr−1ηj+r−1+ · · ·+α0ηj = hF (xj,ηj+r, . . . ,ηj;h;f).

Ein derartiges Verfahren wird auch alsr-Schritt-Verfahren bezeichnet. Bei den
ESV ist r = 1, α0 = −1 undF ≡ Φ. Bei den im vorigen Abschnitt behandelten
MSV hing die FunktionF linear von der Funktionf ab:

F (xj,ηj+r, . . . ,ηj;h;f) = βrf(xj+r,ηj+r)
+βr−1f(xj+r−1,ηj+r−1)+ · · ·+β0f(xj,ηj).

Man spricht von einem linearenr-Schritt-Verfahren. Im Gegensatz dazu hing die
FunktionΦ bei den ESV hochgradig nichtlinear vonf ab.
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Wir wollen nun die Eigenschaften von allgemeinen MSV untersuchen. Dazu werden
wir wieder lokale und globale Diskretisierungsfehler betrachten und Konsistenz und
Konvergenz der Verfahren untersuchen.
Es seienf ∈ F 1[a,b], z(t) die exakte Lösung des AWP

z′(t) = f(t,z(t)), z(x) = y

undF die Verfahrensfunktion eines zugeordnetenr-Schritt-Verfahrens. Dann heißt
die Größe

τ (x,y;h) =

1
h

[
z(x+ rh)+

r−1

∑
i=0

αiz(x+ ih)−hF (xi,z(x+ rh), . . . ,z(x+h),z(x);h;f)

]
lokaler Diskretisierungsfehler des entsprechenden MSV an der Stelle(x,y).
Der lokale Diskretisierungsfehler gibt folglich an, wie gut die exakte Lösung die
Gleichung des MSV erfüllt. Wie bei ESV definieren wir nun auch die Konsistenz
von Verfahren. Ein MSV heißtkonsistent, falls für allex ∈ [a,b], alle y ∈ Rd und
allef ∈ F 1[a,b]

lim
h→0

τ (x,y;h) = 0

gilt. Es ist natürlich wieder wünschenswert, dass der lokale Diskretisierungsfehler
möglichst schnell mith gegen Null konvergiert. Das führt wieder auf den Begriff der
Konsistenzordnung. Ein MSV hat die Konsistenzordnungp, falls für allex ∈ [a,b],
alley ∈ Rd und allef ∈ F p[a,b]

‖τ (x,y;h)‖= O(|h|p)

gilt. Die Konsistenzordnung eines Verfahrens lässt sich wieder bestimmen, indem
man für den lokalen Diskretisierungsfehler die TAYLOR-Entwicklung bezüglichh
verwendet. Die Ordnung des ersten nichtverschwindenden Gliedes gibt dann die
Konsistenzordnung an.

6.13. Beispiel:Wir betrachten ein NYSTRÖM-Verfahren mitq = 2:

ηp+1−ηp−1 = h

[
7
3
f(xp,ηp)−

2
3
f(xp−1,ηp−1)+

1
3
f(xp−2,ηp−2)

]
.

Setzt manp = j +2, so erhält man

ηj+3−ηj+1 = h

[
7
3
f(xj+2,ηj+2)−

2
3
f(xj+1,ηj+1)+

1
3
f(xj,ηj)

]
.
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Damit gilt

τ (x,z;h) =
1
h

[z(x+3h)−z(x+h)]− 7
3
f(x+2h,z(x+2h))+

+
2
3
f(x+h,z(x+h))− 1

3
f(x,z(x))

=
1
h

[z(x+3h)−z(x+h)]− 7
3
z′(x+2h)+

2
3
z′(x+h)− 1

3
z′(x).

Wir entwickeln die einzelnen Terme nach Potenzen vonh:

z(x+3h) = z(x)+3hz′(x)+
9h2

2
z′′(x)+

9h3

2
z′′′(x)+

27h4

8
z(4)(x)+O(h5),

z(x+h) = z(x)+hz′(x)+
h2

2
z′′(x)+

h3

6
z′′′(x)+

h4

24
z(4)(x)+O(h5),

z′(x+2h) = z′(x)+2hz′′(x)+2h2z′′′(x)+
4h3

3
z(4)(x)+O(h4),

z′(x+h) = z′(x)+hz′′(x)+
h2

2
z′′′(x)+

h3

6
z(4)(x)+O(h4).

Setzt man diese Entwicklungen in die obige Darstellung vonτ ein, so ergibt sich

τ (x,z;h) =
1
h

[
z(x)+3hz′(x)+

9h2

2
z′′(x)+

9h3

2
z′′′(x)+

27h4

8
z(4)(x)−

−z(x)−hz′(x)− h2

2
z′′(x)− h3

6
z′′′(x)− h4

24
z(4)(x)+O(h5)

]
−

− 7
3

[
z′(x)+2hz′′(x)+2h2z′′′(x)+

4h3

3
z(4)(x)+O(h4)

]
+

+
2
3

[
z′(x)+hz′′(x)+

h2

2
z′′′(x)+

h3

6
z(4)(x)+O(h4)

]
− 1

3
z′(x)

=
1
h

[
2hz′(x)+4h2z′′(x)+

13h3

3
z′′′(x)+

10h4

3
z(4)(x)+O(h5)

]
−

−2z′(x)−4hz′′(x)− 13h2

3
z′′′(x)−3h3z(4)(x)+O(h4)

=
h3

3
z(4)(x)+O(h4).

Es handelt sich somit um ein Verfahren der Konsistenzordnung 3. ♥
Nun möchte man natürlich wieder Verfahren möglichst hoher Konsistenzordnung
konstruieren. Für lineare MSV erscheint dies einfach zu sein. Der Ansatz

ηj+r +αr−1ηj+r−1+ · · ·+α0ηj = h
[
βrf(xj+r,ηj+r)+ · · ·+β0f(xj,ηj)

]
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führt über die entsprechende Entwicklung des lokalen Diskretisierungsfehlers auf
ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizientenαr−1, . . . ,α0 und
βr, . . . ,β0. Bei der Konstruktion von ESV über einen entsprechenden Ansatz lieferte
jede Lösung des dazugehörigen nichtlinearen Gleichungssystems ein konvergentes
ESV. Bei MSV ist dem nicht so. Das zeigt schon das folgende Beispiel.

6.14. Beispiel:Wir wollen ein explizites lineares MSV mitr = 2 und maximaler
Konsistenzordnung konstruieren. Dazu dient der folgende Ansatz:

ηj+2+α1ηj+1+α0ηj = h
[
β1f(xj+1,ηj+1)+β0f(xj,ηj)

]
.

Für den lokalen Diskretisierungsfehler erhalten wir

τ (x,y;h) =
1
h

[z(x+2h)+α1z(x+h)+α0z(x)]

− [β1f(x+h,z(x+h))+β0f(x,z(x))] .

Mit z′(t) = f(t,z(t)) undz(x) = y ergibt sich daraus

τ (x,y;h) =
1
h

[z(x+2h)+α1z(x+h)+α0z(x)]−
[
β1z

′(x+h)+β0z
′(x)
]
.

Wir entwickeln die einzelnen Terme nach Potenzen vonh:

z(x+2h) = z(x)+2hz′(x)+
4h2

2
z′′(x)+

8h3

6
z′′′(x)+O(h4),

z(x+h) = z(x)+hz′(x)+
h2

2
z′′(x)+

h3

6
z′′′(x)+O(h4),

z′(x+h) = z′(x)+hz′′(x)+
h2

2
z′′′(x)+O(h3).

Einsetzen dieser Entwicklungen liefert

τ (x,y;h) =
1
h

[
(1+α1+α0)z(x)+(2+α1)hz′(x)+(4+α1)

h2

2
z′′(x) +

+(8+α1)
h3

6
z′′′(x)+O(h4)

]
−

−
[
(β1+β0)z′(x)+β1hz′′(x)+β1

h2

2
z′′′(x)+O(h3)

]
= (1+α1+α0)

1
h
z(x)+(2+α1−β1−β0)z′(x)

+(4+α1−2β1)
h

2
z′′(x)+(8+α1−3β1)

h2

6
z′′′(x)+O(h3).
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Um ein Verfahren möglichst hoher Konsistenzordnung zu erhalten, müssen die ersten
Terme verschwinden. Es ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem.

α1 + α0 = −1
α1 − β1 − β0 = −2
α1 − 2β1 − = −4
α1 − 3β1 − = −8

Dieses besitzt die eindeutige Lösungα0 = −5, α1 = 4, β0 = 2 und β1 = 4. Wir
erhalten folglich das Verfahren

ηj+2+4ηj+1−5ηj = h
[
4f(xj+1,ηj+1)+2f(xj,ηj)

]
.

mit der Konsistenzordnung 3. Wenden wir dieses Verfahren auf das AWP

y′ =−y, y(0) = 1

mit der exakten Lösungy(x) = e−x an, so lässt sich die Näherungslösung explizit
darstellen. Sie erfüllt die homogenen Differenzengleichung

ηj+2+(4+4h)ηj+1+(−5+2h)ηj = 0.

Lösungen von homogenen Differenzengleichungen erhält man über den Ansatz

ηj = λj.

Einsetzen dieses Ansatzes in die Differenzengleichung liefert

λj+2+(4+4h)λj+1+(−5+2h)λj = 0.

Diese Gleichung ist fürλ = 0 trivial erfüllt. Wesentliche Lösungen erhält man aus

λ2+(4+4h)λ−5+2h = 0.

Das sind

λ1(h) =−2−2h+

√
1+

2
3
h+

4
9
h2

und

λ2(h) =−2−2h−
√

1+
2
3
h+

4
9
h2.
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Die allgemeine Lösung der Differenzengleichung lässt sich als Linearkombination
dieser speziellen Lösungen darstellen

ηj = µ1λ
j
1+µ2λ

j
2.

µ1 undµ2 werden aus den Anfangsbedingungen ermittelt. Es gelte

η0 = y0 = 1,

η1 = y1 = e−h (exakter Wert).

Daraus folgt

µ1 =
e−h−λ2

λ1−λ2
, µ2 =−e−h−λ1

λ1−λ2
.

Entwickelt man nunλ1(h), λ2(h), µ1(h) undµ2(h) nach Potenzen vonh und setzt
alles in die Darstellung

ηj = µ1(h) [λ1(h)]j +µ2(h) [λ2(h)]j

ein, so erhält man für festesx undhn = x/n

ηn = η(x;hn)

=
[
1+O

(x

n

)][
1− x

n
+O

((x

n

)2
)]n

−

− 1
216

(x

n

)4[
1+O

(x

n

)][
−5−3

x

n
+O

((x

n

)2
)]n

.

Für den ersten Term gilt offensichtlich

lim
n→∞

[
1+O

(x

n

)][
1− x

n
+O

((x

n

)2
)]n

= e−x.

Das ist der Anteil, der die exakte Lösung beschreibt. Für den zweiten Term gilt

− 1
216

(x

n

)4[
1+O

(x

n

)][
−5−3

x

n
+O

((x

n

)2
)]n

=

−(−5)n

216

(x

n

)4[
1+O

(x

n

)][
1+

3
5

x

n
+O

((x

n

)2
)]n

.
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Wegen

lim
n→∞

[
1+

3
5

x

n
+O

((x

n

)2
)]n

= e3x/5

verhält sich der zweite Term für großesn wie

−(−5)n

216

(x

n

)4
e3x/5.

Dieser Term oszilliert mit wachsendemn immer heftiger.
Genau dieses Verhalten beobachtet man auch bei Anwendung des obigen Verfahrens
auf ein beliebiges AWP. Der Grund dafür ist darin zu suchen, dass die allgemeine
Lösung der Differenzengleichung den Term

λj
2 = [−5+O(h)]j

enthält, der für großesj beliebig groß wird. ♥

Das Beispiel lässt vermuten, dass die Lösungen der Differenzengleichung

ηj+r +αr−1ηj+r−1+ · · ·+α0ηj = 0

entscheidenden Einfluss auf das Konvergenzverhalten des MSV haben. Genau dies
ist der Fall. Ein MSV heißtnullstabil , falls das erste charakteristische Polynom

Ψ(µ) = µr +αr−1µ
r−1+ · · ·+α1µ+α0

nur Nullstellenλ besitzt, für die|λ| <= 1 gilt, und die im Falle|λ| = 1 einfach sind.
Bemerkung: Für die bisher behandelten MSV ist die Stabilitätsbedingung stets er-
füllt. Man erhält für die ADAMS-BASHFORTH- und ADAMS-MOULTON-Verfahren
die charakteristischen Polynome

Ψ(µ) = µr−µr−1 = (µ−1)µr−1

und für die NYSTRÖM- und MILNE-Verfahren die charakteristischen Polynome

Ψ(µ) = µr−µr−2 = (µ+1)(µ−1)µr−2.

Genauere Untersuchungen zeigen, dass es keiner-Schritt-Verfahren der Konsistenz-
ordnung 2r gibt, die auch nullstabil sind. Es gilt:

6.15.DAHLQUIST’s 1. Ordnungsschranke:Für die maximale Konsistenzordnung
eines nullstabilenr-Schritt-Verfahrens gilt

p =
{

r+1 für r ungerade
r+2 für r gerade

.
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Ein r-Schritt-Verfahren der Konsistenzordnungr + 1 ist z. B. durch ein Prediktor-
Korrektor-Verfahren vom ADAMS-BASHFORTH-MOULTON-Typ gegeben.
Ein r-Schritt-Verfahren der Konsistenzordnungr + 2 ist das MILNE-Verfahren für
q = 2:

ηp+1 = ηp−1+
[

1
3
f(xp+1,ηp+1)+

4
3
f(xp,ηp)+

1
3
f(xp−1,ηp−1)

]
.

Löst man mit diesem Verfahren das AWP

y′ = κy, y(0) = 1

mit der exakten Lösungy(x) = eκx, so erfüllen die Näherungslösungenηk = η(xk;h)
die homogene lineare Differenzengleichung(

1− κh

3

)
ηk+1−

4κh

3
ηk−

(
1+

κh

3

)
ηk−1 = 0.

Die allgemeine Lösung dieser Differenzengleichung lässt sich wieder in der Form

ηk = µ1λ
k
1 +µ2λ

k
2

angeben, wobeiλ1 undλ2 Lösungen der quadratischen Gleichung(
1− κh

3

)
λ2− 4κh

3
λ−

(
1+

κh

3

)
= 0

sind. Es ergibt sich

λ1 =
1

1− κh
3

(
2κh

3
+

√
1+

(κh)2

3

)
und

λ2 =
1

1− κh
3

(
2κh

3
−
√

1+
(κh)2

3

)
.

Die Koeffizientenµ1 undµ2 sind aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen.
Ausy(0) = 0 folgt µ1+µ2 = 1. Damit gilt

η1 = µ1λ1+(1−µ)λ2,

folglich

µ1 =
η1−λ2

λ1−λ2
.
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Entwickelt manλ1 undλ2 nach Potenzen vonh, so gilt in erster Näherung

λ1
.=
(

1+
κh

3

)(
2κh

3
+1

)
.= 1+κh

und

λ2
.=
(

1+
κh

3

)(
2κh

3
−1

)
.= −1+

κh

3
.

Für die Näherungslösung an der Stellex erhalten wir so

η(x;h) = µ1

(
1+κh+O(h2)

)x/h
+(1−µ1)

(
−1+

κh

3
+O(h2)

)x/h

.

Der erste Term verhält sich wieeκx. Er entspricht der exakten Lösung. Der zweite
Term dagegen verhält sich wie

(−1)x/he−κx/3.

Für κ < 0, also eine exponentiell abfallende Lösung, liefert dieser Term eine oszil-
lierende exponentiell wachsende Störung. Genau diese Verhalten beobachtet man in
der Praxis bei allenr-Schritt-Verfahren der Konsistenzordnungr +2, falls diese auf
AWP mit exponentiell abklingenden Lösungen angewendet werden. Damit ist die
Anwendbarkeit dieser Verfahren stark eingeschränkt.
Neben der Konsistenz von MSV interessiert auch wieder die Konvergenz. Bei ESV
folgt aus der Konsistenz die Konvergenz, und Konsistenzordnung und Konvergenz-
ordnung stimmten überein. Bei MSV sind
die Verhältnisse so: Zunächst benötigt man, um einr-Schritt-Verfahren zu starten,
neben dem Anfangswertη0 = y0 weiterer−1 Näherungenη1, . . . ,ηr−1 für die ex-
akten Wertey1, . . . ,yr−1. (Diese beschafft man sich zum Beispiel mit einem ESV.)
Die Güte dieser Näherungen beeinflusst natürlich die Güte aller weiteren Näherungs-
werte. Wir nehmen an, dass sich diese Startnäherungen gemäß

η0 = y0,

η1 = y1+ε1(h),
... ...

ηr−1 = yr−1+εr−1(h)

von den exakten Werten unterscheiden. Die berechneten Näherungenηr,ηr+1, . . .
hängen damit nicht nur von der Schrittweite und dem angewendeten MSV ab, son-
dern auch von der Güte der Anfangsnäherungen. Folglich ist für die Näherungη an
der Stellex zu schreiben

η(x;ε;h),
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wobeiε eine Funktion bezeichnet, für dieεi = ε(xi;h) für i = 1, . . . , r−1 gilt. Nun
definieren wir den globalen Diskretisierungsfehler für MSV. Es seiy die exakte Lö-
sung des AWP

y′ = f(x,y), y(x0) = y0.

η(x;ε;h) bezeichne die mit einem MSV mit der Schrittweiteh berechnete Näherung
für y(x), wobei die Güte der Startnäherungen durch die Funktionε beschrieben wird.
Dann heißt die Größe

e(x;ε;h) = η(x;ε;h)−y(x)

globaler Diskretisierungsfehler an der Stellex zur Schrittweiteh. Nun lässt sich
auch sagen, was unter einem konvergenten MSV zu verstehen ist. Ein MSV zum
Lösen von AWP der Form

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

heißtkonvergent, falls

lim
n→∞

e(x;ε;hn) = o, hn =
x−x0

n
,

für alle x ∈ [a,b], für alle Funktionenf ∈ F 1[a,b] und für alle Funktionenε(z;h)
mit

lim
n→∞

‖ε(z;hn)‖= 0, z = x0+ ihn, i = 1, . . . , r−1

gilt. Der folgende Satz, den wir ohne Beweis angeben, liefert Bedingungen für die
Konvergenz von MSV.

6.16. Satz:Es sei durch

ηj+r +αr−1ηj+r−1+ · · ·+α0ηj = hF (xj,ηj+r, . . . ,ηj;h;f)

ein konsistentes MSV zum Lösen eines AWP der Form

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

gegeben. Die FunktionF erfülle folgende Bedingungen:

1. F ≡ o für alle x ∈ [a,b], alle ηi ∈ Rd und alleh ∈ R falls f ≡ o.
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2. Zu jeder FunktionF ∈ F 1[a,b] gibt es Konstantenh0 > 0 undM , so dass

‖F (x,vr, . . . ,v0;h;f)−F (x,wr, . . . ,w0;h;f)‖ <
= M

r

∑
i=0
‖vi−wi‖

für alle x ∈ [a,b], alle vi,wi ∈ R, i = 0, . . . , r und alle|h| <= h0 gilt.

Dann ist das gegebene MSV genau dann konvergent, wenn es nullstabil ist.

Bemerkungen:(i) Die erste Voraussetzung garantiert gemeinsam mit der Nullstabi-
lität, dass das MSV das triviale AWP

y′ = o, y(x0) = y0

exakt löst, fallsε1 = ε2 = · · ·= εr−1 = 0 gilt.
(ii) Die zweite Bedingung bedeutet die LIPSCHITZ-Stetigkeit vonF bezüglich der
Näherungenηj, . . . ,ηj+r.
(iii) Für lineare MSV ist die erste Bedingung trivialerweise erfüllt. Die zweite Be-
dingung folgt sofort aus der LIPSCHITZ-Stetigkeit vonf , die ja schon im Existenz-
und Eindeutigkeitssatz gefordert wurde.
Damit folgt die Konvergenz der im Abschnitt 6.3.1. konstruierten Verfahren. Der
folgende Satz macht noch eine Aussage über die Konvergenzordnung.

6.17. Satz:Es sei durch

ηj+r +αr−1ηj+r−1+ · · ·+α0ηj = hF (xj,ηj+r, . . . ,ηj;h;f)

ein nullstabiles MSV der Konsistenzordnungp zum Lösen eines AWP der Form

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

gegeben. Die FunktionF erfülle alle Voraussetzungen aus Satz 6.16.
Dann gilt für allef ∈ F p[a,b] und allex ∈ [a,b]

‖e(x;ε;hn)‖= O(hp
n),

falls für die Güte der Startnäherungen

‖εi(hp)‖= O(hp), i = 1, . . . , r−1

gilt.

Um für ein MSV der Konsistenzordnungp auch die Konvergenzordnungp zu errei-
chen, ist es somit notwendig, die Startnäherungen ebenfalls mit der entsprechenden
Güte zu berechnen, folglich zum Beispiel mit einem ESV der Ordnungp. Wenn wir
ein Gesamtverfahren betrachten, das aus einem Startverfahren zum Berechnen der
Näherungenη1, . . . ,ηr−1 und einem Prediktor-Korrektor-Verfahren zum Berechnen
der weiteren Näherungen besteht, so wird die Ordnung des gesamten Verfahrens
durch das Teilverfahren mit der geringsten Ordnung bestimmt.
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6.4. Extrapolationsverfahren

Alle bisher betrachteten Verfahren zum Lösen von AWP lieferten Näherungen, die
von der verwendeten Schrittweite abhingen. Für die exakte Lösungy(x) an der Stel-
le x wird eine Näherungslösungη(x;hn) mit hn = (x− x0)/n berechnet. Gelingt
es nun, für die Abhängigkeit der Näherungslösungη(x;h) von der Schrittweiteh
asymptotische Entwicklungen, analog der Entwicklung der Trapezsumme bei der
numerischen Integration, herzuleiten, so lassen sich wie beim ROMBERG-Verfahren
durch Extrapolation aus verschiedenen Näherungen, die mit verschiedenen Schritt-
weiten berechnet wurden, verbesserte Näherungen gewinnen. Leider ist nur in weni-
gen Spezialfällen die Existenz einer asymptotischen Entwicklung bekannt.

6.18. Satz vonGRAGG: Es seif ∈ F 2N+2[a,b] undy die exakte Lösung des AWP

y′ = f(x,y), y(x0) = y0.

Für x ∈Rh = { x0+ ih | i = 0,1, . . .} seiη(x;h) definiert durch

η0 = η(x0;h) = y0,

η1 = η(x1;h) = y0+hf(x0,y0),
ηk+1
xk+1

=
=

η(xk+1;h) = ηk−1+2hf(xk,ηk),
xk +h

}
, k = 1,2, . . . .

Dann besitztη(x;h) eine Entwicklung der Form

η(x;h) = y(x)+
N

∑
i=1

h2i
[
ui(x)+(−1)

x−x0
h vi(x)

]
+h2N+2E2N+2(x;h),

die für alle x ∈ (a,b) und alleh = (x− x0)/n, n = 1,2, . . . , gilt. Die Funktionen
ui undvi, i = 1,2, . . . ,N , sind vonh unabhängig. Das RestgliedE2N+2 bleibt bei
festemx für alle h = (x−x0)/n beschränkt.

Die in diesem Satz angegebene Entwicklung berechtigt uns noch nicht, analog zum
ROMBERG-Verfahren vorzugehen. Dazu benötigen wir eine Entwicklung der Form

η(x;h) = y(x)+
N

∑
i=1

τ i(x)h2i +h2N+2E2N+2(x;h),

mit von h unabhängigen Funktionenτ i(x). In der Entwicklung aus Satz 6.18 hängt
der Ausdruck

ui(x)+(−1)
x−x0

h vi(x)
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über den Term(−1)(x−x0)/h von der Schrittweiteh ab. Diese Abhängigkeit lässt sich
beseitigen, indem man die Schrittweiteh so wählt, dass der Exponent(x− x0)/h
immer gerade oder immer ungerade ist. Wir wählen die Schrittweiten folglich in der
Form

h =
x−x0

2n
oder h =

x−x0

2n−1
.

Das liefert im ersten Falle Entwicklungen der Form

η(x;h) = y(x)+
N

∑
i=1

h2i [ui(x)+vi(x)]+h2N+2E2N+2(x;h)

und im zweiten Falle Entwicklungen der Form

η(x;h) = y(x)+
N

∑
i=1

h2i [ui(x)−vi(x)]+h2N+2E2N+2(x;h).

Dies sind wirkliche asymptotische Entwicklungen inh2. Eine weitere Verbesserung
der Entwicklung erreicht man durch folgenden Trick (GRAGG), der den Oszillati-
onsterm im ersten Glied prinzipiell beseitigt.

6.19.GRAGGsche Näherung:
Es ist für die Stellex eine Näherungslösung des AWP

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

zu berechnen.
S0 Wähle einn, setzeh = (x−x0)/n und

η0 = η(x0;h) = y0,

η1 = η(x1;h) = y0+hf(x0,y0).

S1 Für k = 1,2, . . . ,n−1 berechne

ηk+1 = ηk−1+2hf(xk,ηk), xk+1 = xk +h.

S2 Berechne

η̃(x;h) =
1
2

[ηn +ηn−1+hf(xn,ηn)] .
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Für die GRAGGsche Näherung lässt sich unter den Voraussetzungen von Satz 6.18
leicht zeigen, dass sie eine Entwicklung der Form

η̃(x;h) = y(x)+h2
[
u1(x)+

1
4
y′′(x)

]
+

N

∑
i=2

h2i
[
ũi(x)+(−1)

x−x0
h ṽi(x)

]
+h2N+2Ẽ2N+2(x;h)

besitzt.
Damit ergibt sich der folgende Algorithmus.

6.20. Extrapolationsverfahren zum Lösen von AWP:
S0 Wähle GrundschrittweiteH und eine zu erreichende Genauigkeitε.

Setzex = x0+H, h0 = H/2 undk = 0.
S1 Berechne mit der Schrittweitehk eineGRAGG’sche Näherung

T k0 = η̃(x;hk).

S2 Für l = 1, . . . ,k berechne

T k,l = T k,l−1+
T k,l−1−T k−1,l−1(

hk−l

hk

)2
−1

.

S3 Gilt

‖T k,k−T k,k−1‖ <
= ε,

so setzey0 = η(x) = T k,k, x0 = x und gehe zu SchrittS0.
S4 Setzehk+1 = hk/2 undk = k +1. Gehe zu SchrittS1.

Bemerkungen:(i) Die Abbruchbedingung im SchrittS3 lässt sich etwas verfeinern.
Man bricht den Aufbau des Interpolationsschemas im SchrittS2ab, falls sich zwei
benachbarte Werte im Rahmen der Genauigkeitε nicht mehr unterscheiden. Um zu-
fällige Effekte zu vermeiden, sollte man erst dann abbrechen, wenn diese Bedingung
mehrmals hintereinander erfüllt war.
(ii) Man sollte in SchrittS2nur 5. . .7 Spalten des Interpolationsschemas berechnen,
da die Polynominterpolation für Polynome höheren Grades ungenaue Resultate lie-
fert.
(iii) Statt der Polynominterpolation darf wieder Rationale Interpolation verwendet
werden. Die Rekursionsformel in SchrittS2 ist dann gemäß

T k,l = T k,l−1+
T k,l−1−T k−1,l−1(

hk−l

hk

)2[
1− T k,l−1−T k−1,l−1

T k,l−1−T k−1,l−2

]
−1
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abzuändern.
(iv) Die GrundschrittweiteH wird von Schritt zu Schritt geändert. Man sollte sie so
wählen, dass das Interpolationsschema nach 5. . .7 Spalten abbricht.
Die Konvergenzaussagen zur ROMBERG-Integration gelten entsprechend auch für
die mit dem Algorithmus 6.20 berechneten Werte. Insbesondere gilt also

lim
k→∞

T k,l = y(x).

Somit konvergieren die Spalten des Interpolationsschemas gegen die exakte Lösung.
Die Konvergenzordnung ist dabei 2k +2 fallsf ∈ F 2k+2[a,b] undk <

= N .

6.5. Aufgaben

1. Man bestimme die Lösung des Anfangswertproblems

y′ = Ay, y(0) = y0

mit y0 ∈ Rd und derd×d-Matrix

A =



λ 1 0
λ 1

. .
. .

. .
λ 1

0 λ


, λ ∈ R.

2. Gegeben sei das Anfangswertproblem

y′ = x2+2x3 y(0) = 0.

Zur Schrittweiteh sollen mit dem EULER-Verfahren Näherungswerteη(xj;h)
für y(xj), xj = jh berechnet werden. Man gebeη(xj;h) und den globalen
Diskretisierungsfehlere(xj;h) explizit an und zeige, dasse(x;h) bei festemx
für h = x

n → 0 gegen Null geht.

3. Es sei ein Einschrittverfahren durch

Φ(x,y;h) =
n

∑
i=0

αif(ξi,ηi)
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mit

ξ0 = x , ξi = x+ϑih , i = 1, . . . ,n

η0 = y , ηi = y +h
i−1

∑
j=0

βijf(ξj,ηj) , i = 1, . . . ,n

gegeben. Welche Gleichungen haben die Parameterαi,ϑi undβij zu erfüllen,
damit man fürn = 2 ein Verfahren 3.Ordnung erhält? Man gebe eine Lösung
dieser Gleichungen an.

4. Man schreibe ein Programm zum Berechnen der IterationsfunktionΦ(x,y;h)
für beliebigesn und beliebige Parameter;n und die Parameter sollen beim
Aufruf des Programms übergeben werden.

5. Das Anfangswertproblem

y′ = y
1
2 , y(0) = 0

hat die Lösungy(x) = x2

4 . Die Anwendung des EULER-Verfahrens liefert je-
dochη(x;h) = 0 für allex undh = x

n , n = 1,2, . . . Man begründe dieses Ver-
halten.

6. Gegeben sei das Anfangswertproblem

y′ = λy, y(0) = 1.

Welche Schrittweitenschätzung liefert die Schrittweitensteuerung

(a) nach Algorithmus 6.9 mit dem EULER-Verfahren,

(b) nach Algorithmus 6.9 mit dem impliziten EULER-Verfahren,

(c) nach der RUNGE-KUTTA-FEHLBERG-Methode mit EULER- und HEUN-
Verfahren?

7. Man zeige, dass das modifizierte EULER-Verfahren die exakte Lösung der Dif-
ferentialgleichung

y′ =−2ax

liefert.
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8. Durch

F (x,y;h) = f(x,y)+h
g(x+ h

3,y + hf(x,y)
3 )

2

mit

g(x,y) = fx(x,y)+fy(x,y)f(x,y)

ist ein Einschrittverfahren gegeben. Man zeige, dass es sich um ein Verfahren
3. Ordnung handelt.

9. Bei den ADAMS-MOULTON-Verfahren wird, ausgehend von den Näherungs-
werten

ηp−j, . . . ,ηp für y(xp−j), . . . ,y(xp)

ein Näherungswertηp+1 für y(xp+1),x ∈ [a,b], durch folgende Iterationsvor-
schrift berechnet:

η
(0)
p+1 beliebig

für i = 0,1, . . .

η
(i+1)
p+1 = Ψ(η(i)

p+1) = ηp +h[βq0f(xp+1,η
(i)
p+1)+βq1fp + · · ·+βqqfp+1−q].

Man zeige: Für einmal stetig partiell differenzierbare Funktionen f gibt es ein
h0 > 0, so dass für alle|h| <= h0 die Folgeη

(i)
p+1 gegen einηp+1 = Ψ(ηp+1)

konvergiert.

10. Man prüfe, ob das lineare Mehrschrittverfahren

ηp−ηp−4 =
h

3
(8fp−1−4fp−2+8fp−3)

konvergent ist.

11. Man bestimmeα, β undγ so, dass das lineare Mehrschrittverfahren

ηj+4−ηj+2+α(ηj+3−ηj+1) = h[β(fj+3−fj+1)+γfj+2]

die Ordnung 3 hat. Ist das so gewonnene Verfahren stabil?

12. Es werde das durch

ηj+2+a1ηj+1+a0ηj = h[b0f(xj,ηj)+ b1f(xj+1,ηj+1)]

gegebene PREDIKTOR-Verfahren betrachtet.
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(a) Man bestimmea0, b0 undb1 in Abhängigkeit vona1 so, dass ein Verfah-
ren mindestens 2.Ordnung entsteht.

(b) Für welchea1-Werte ist das so gewonnene Verfahren stabil?

(c) Welche speziellen Verfahren erhält man füra1 = 0 unda1 =−1 ?

(d) lässt sicha1 so wählen, dass man stets ein stabiles Verfahren 3.Ordnung
erhält?



Kapitel 7

Randwertprobleme

7.1. Einführung

Allgemeiner als AWP sind Randwertprobleme (RWP):

y′ = f(x,y), r(y(a),y(b)) = 0

mit

y : [a,b]→ Rn,

f : [a,b]×Rn→ Rn,

r : Rn×Rn→ Rn.

Oft liegen die Randbedingungen in linearer Form vor:

r(y(a),y(b)) = Ay(a)+By(b)−c, A,B ∈ Rn×n, c ∈ Rn

gilt. Man spricht von separierten Randbedingungen, falls

A1y(a) = c1, B2y(b) = c2

gilt, also PermutationsmatrizenP 1 undP 2 existieren, so dass die Zeilen und Spalten
der Matrix(A,B,c) so vertauschbar sind, dass

P 1(A,B,c)P 2 =
(

A1 0 c1
0 B2 c2

)
gilt. AWP sind spezielle RWP mitA = I, B = 0 undc = y0.
Für RWP existiert kein Existenz- und Eindeutigkeitssatz wie für AWP, der unter
schwachen Voraussetzungen die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung sichert.

59
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7.1. Beispiel:Es sei

y′ =
(

y′1
y′2

)
=
(

0 1
−1 0

)
y = Ay.

Die exakte Lösung ist

y(x) = eAxc, c ∈ R2.

Mit

A =
1√
2

(
−i i
1 1

)(
i 0
0 −i

)
1√
2

(
i 1
−i 1

)
erhält man

exp(Ax) =
1
2

(
−i i
1 1

)(
eix 0
0 e−ix

)(
i 1
−i 1

)
=

1
2

(
−ieix ie−ix

eix e−ix

)(
i 1
−i 1

)
=

1
2

(
eix + e−ix −ieix + ie−ix

ieix− ie−ix eix + e−ix

)
=
(

cosx sinx
−sinx cosx

)
.

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung lautet damit

y =
(

cosx sinx
−sinx cosx

)(
c1
c2

)
=
(

c1cosx+ c2sinx
−c1sinx+ c2cosx

)
.

Betrachten wir nun verschiedene Randbedingungen.

1. (1,0)y(0) = 0 und(1,0)y(π/2) = 1:
Es folgt

(1,0)
(

c1
c2

)
= c1 = 0

und

(1,0)
(

c2
−c1

)
= c2 = 1.
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Damit erhalten wir die eindeutige Lösung

y =
(

sinx
cosx

)
.

2. (1,0)y(0) = 0 und(1,0)y(π) = 1:
Es folgt

(1,0)
(

c1
c2

)
= c1 = 0

und

(1,0)
(
−c1
−c2

)
=−c1 = 1.

Das ist ein Widerspruch. Es existiert keine Lösung dieses RWP.

3. (1,0)y(0) = 0 und(1,0)y(π) = 0:
Es folgt

(1,0)
(

c1
c2

)
= c1 = 0

und

(1,0)
(
−c1
−c2

)
=−c1 = 0.

In diesem Falle istc2 beliebig wählbar. Es existieren unendlich viele Lösungen

y =
(

c2sinx
c2cosx

)
.

♥

Unter starken Voraussetzungen lässt sich ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz for-
mulieren.

7.2. Satz:Für das RWPy′ = f(x,y), r(y(a),y(b)) = o gelte

1. f und ∂
∂yf sind stetig auf dem StreifenS = [a,b]×Rn.

2. Es existiert eine FunktionK ∈ C[a,b] mit∥∥∥∥ ∂

∂y
f(x,y)

∥∥∥∥ <
= K(x) für alle (x,y) ∈ S.
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3. Die Matrix

P (u,v) =
∂

∂u
r(u,v)+

∂

∂v
r(u,v)

besitzt für alleu,v ∈ Rn eine Darstellung der Form

P (u,v) = P 0(I +M(u,v))

mit einer konstanten regulären MatrixP 0 und einer MatrixM(u,v), für die∥∥∥∥P−1
0

∂

∂v
r(u,v)

∥∥∥∥ <
= m

und

‖M(u,v)‖ <
= µ

für alle u,v ∈ Rn mit Konstantenm <∞ undµ < 1 gilt.

4. Es existiert eine Zahlλ mit 0 < λ < 1−µ, so dass

b∫
a

K(t)dt <
= ln

(
1+

λ

m

)
.

Dann besitzt das obige RWP genau eine Lösungy(x).

Wie das Beispiel zeigte, sind die Voraussetzungen dieses Satzes schon für einfache
Fälle nicht erfüllt.

7.2. Das einfache Schießverfahren

Wir wollen das RWP

y′ = f(x,y), r(y(a),y(b)) = o

lösen. Dazu wenden wir die folgende Idee an. Wir betrachten das AWP

y′ = f(x,y), y(a) = s

mit dem frei wählbaren Parameters. Es seiy(x;s) die exakte Lösung dieses AWP.
An der Stellex = b hat diese Lösung dann den Werty(b;s). Damit die Lösung des
AWP für ein gewissess auch Lösung des RWP ist, muss

r(y(a,s),y(b,s)) = r(s,y(b,s)) = o
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gelten. Wir versuchen, den Parameters so zu bestimmen, dass die Lösungy(x;s)
des AWP auch die Randbedingungen erfüllt. Diese Vorgehensweise wird als einfa-
ches Schießverfahren bezeichnet.

7.3. Einfaches Schießverfahren zum Lösen von RWP:
Gegeben sei das RWP

y′ = f(x,y), r(y(a),y(b)) = o.

S0 Bestimme den Parameters so, dass die Lösungy(x;s) des AWP

y′ = f(x,y), y(a) = s

die Randbedingungen

r(y(a;s),y(b;s)) = r(s,y(b;s)) = o.

erfüllt.

Wir haben ein nichtlineares Gleichungssystem

F (s) = r(s,y(b;s)) = o

zu lösen. Dazu ist prinzipiell jedes Verfahren anwendbar, das zum Berechnen von
Nullstellen für Funktionen geeignet ist. Die Schwierigkeit besteht darin, dass bei
jeder Funktionswertberechnung vonF ein AWP zu lösen ist. Im eindimensionalen
Fall

y : [a,b]→ R

lassen sich die Methoden aus Kapitel 5 anwenden, um eine Nullstelle der entspre-
chenden nichtlinearen GleichungF (s) = r(s,y(b;s)) = 0 zu berechnen. Die einfach-
ste Möglichkeit wäre, das Bisektionsverfahren anzuwenden.

7.4. Bisektionsverfahren zum Lösen eindimensionaler RWP:
Gegeben sei das RWP

y′ = f(x,y), r(y(a),y(b)) = 0.

Für einen gewissen Parameters seiy(x;s) die Lösung des AWP

y′ = f(x,y), y(a) = s.

Weiterhin sei eine FunktionF gemäß

F (s) = r(s,y(b;s))

definiert. Gegeben seien Wertes0 undt0 mit

F (s0)F (t0) < 0.
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S0 Setzek = 0.

S1 Setzec = (sk + tk)/2 und berechne die Lösung des AWP

y′ = f(x,y), y(a) = c

an der Stellex = b.

S2 Berechned = F (c).
S3 Für

d ·F (sk)

 > 0 sk+1 = c, tk+1 = tk,
= 0 s∗ = c, STOPP,
< 0 sk+1 = sk, tk+1 = c.

S4 Setzek = k +1 und gehe zu SchrittS1.

Um schnellere Konvergenz zu erhalten, verwendet man das NEWTON-Verfahren:

sk+1 = sk−
F (sk)
F ′(sk)

.

Dazu ist aber die Kenntnis der ersten Ableitung vonF (s) = r(s,y(b;s)) notwendig.
Es gilt

F ′(s) =
d

ds
r(s,y(b;s)) = ru(s,y(b;s))+ rv(s,y(b;s))

d

ds
y(b;s).

Die Ableitung d
dsy(b;s) wird aus einem weiteren AWP berechnet. Durch formale

Integration erhält man aus dem AWP

y′ = f(x,s), y(a) = s

mit der exakten Lösungy(x;s)

x∫
a

y′(t;s)dt =
x∫

a

f(t,y(t;s))dt,

y(x;s)−y(a;s) =
x∫

a

f(t,y(t;s))dt,

y(x;s) = s+
x∫

a

f(t,y(t;s))dt,
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∂

∂s
y(x;s) = 1+

x∫
a

∂

∂y
f(t,y(t;s))

∂

∂s
y(t;s)dt.

Es sei nun für festess

v(x) =
∂

∂s
y(x;s),

also

v(x) = 1+
x∫

a

fy(t,y(t;s))v(t)dt,

worausv′ = fy(x,y(x;s))v, v(a) = 1 folgt. Damit ergibt sich der folgende Algo-
rithmus.

7.5. Newton-Verfahren zum Lösen von eindimensionalen RWP:
S0 Wähles0 und setzek = 0.
S1 Berechne simultan die Lösungeny(b;sk) undv(b;sk) der AWP

y′ = f(x,y), y(a) = sk

v′ = fy(x,y)v, v(a) = 1

an der Stellex = b.
S2 BerechneF (sk) = r(sk,y(b;sk)).
S3 Berechne

F ′(sk) = ru(sk,y(b;sk))+ rv(sk,y(b;sk))v(b;sk).

S4 Berechne

sk+1 = sk−
F (sk)
F ′(sk)

.

Setzek = k +1 und gehe zu SchrittS1.

Wegen der partiellen Ableitung vonf nachy ist das zusätzliche AWP im allgemei-
nen wesentlich komplizierter. Damit wird die Anwendung des NEWTON-Verfahrens
aufwendig. Um das Lösen dieses komplizierten AWP zu vermeiden, wendet man ein
Quasi-NEWTON-Verfahren an. Hier wirdF ′(s) durch einen Differenzenquotienten

F ′(s)≈ F (s+∆s)−F (s)
∆s

approximiert. Zum Berechnen dieses Differenzenquotienten ist ein weiteres AWP
mit der Anfangsbedingungy(a) = s + ∆s zu lösen. In diesem Falle erhalten wir
folgendes Verfahren.
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7.6. Quasi-Newton-Verfahren zum Lösen von eindimensionalen RWP:
S0 Wähles0 und setzek = 0.
S1 Berechne die Lösungy(b;sk) des AWP

y′ = f(x,y), y(a) = sk

an der Stellex = b.
S2 Wähle ein∆sk und berechne die Lösungy(b;sk +∆sk) des AWP

y′ = f(x,y), y(a) = sk +∆sk

an der Stellex = b.
S3 BerechneF (sk) = r(sk,y(b;sk)) und

F (sk +∆sk) = r(sk +∆sk,y(b;sk +∆sk)).

S4 Berechne

D∆sk
F (sk) =

F (sk +∆sk)−F (sk)
∆sk

.

S5 Berechne

sk+1 = sk−
F (sk)

D∆sk
F (sk)

S6 Setzek = k +1 und gehe zu SchrittS1.

Die Konvergenz des Verfahrens hängt dabei stark von der Wahl der∆sk ab. Wählt
man∆sk zu groß, so istD∆sk

F (sk) eine schlechte Approximation fürF ′(sk) und die
Iteration konvergiert wesentlich schlechter als das NEWTON-Verfahren. Wählt man
∆sk zu klein, so giltF (sk +∆sk)≈ F (sk) und beim Berechnen vonD∆sk

F (sk) tritt
Auslöschung auf, was zu großen Fehlern in der Lösung führt.
Man hat folglich, um mit diesem Verfahren gute Resultate zu erzielen, zum einen
in jedem Schritt∆sk vernünftig wählen, und zum anderen die AWP zum Berechnen
von F (sk +∆sk) undF (sk) genau lösen. (Der relative Fehler vonF (sk +∆sk) und
F (sk) sollte nur in der Größenordnung von eps liegen.) Diese Genauigkeit lässt sich
mit Extrapolationsverfahren erreichen. Als vernünftige Wahl von∆sk hat sich

∆sk =
√

epssk

erwiesen. Hier wird erreicht, dass sich bei der DifferenzbildungF (sk +∆sk)−F (sk)
ungefähr die Hälfte der Mantissenstellen auslöscht.
Betrachten wir nun noch den allgemeinen Fall:

y′ = f(x,y), r(y(a),y(b)) = o
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mit

y : [a,b]→ Rn

f : [a,b]×Rn→ Rn

r : Rn×Rn→ Rn.

In diesem Falle ist das nichtlineare Gleichungssystem

F (s) = r(s,y(b;s)) = o

zu lösen. Man wendet dazu das allgemeine NEWTON-Verfahren

s(k+1) = s(k)−
[
F ′(s(k))

]−1
F (s(k))

an. Hierbei bezeichnetF ′ die JACOBI-Matrix vonF :

F ′(s) = ru(s,y(b;s))+rv(s,y(b;s))ys(b;s)

mit

ru(u,v) =
(

∂ri(u,v)
∂uj

)
,

rv(u,v) =
(

∂ri(u,v)
∂vj

)
,

ys(b;s) =
(

∂yi(b;s)
∂sj

)
= Z(b;s).

Z(b;s) ergibt sich für festess wieder als Lösung eines zusätzlichen AWP

Z ′(x;s) = fy(x,y(x;s)), Z(a;s) = I.

Dies ist ein Differentialgleichungssystem der Dimensionn2! Das Lösen dieses kom-
plizierten Differentialgleichungssystems wird umgangen, indem manF ′ durch Dif-
ferenzenquotienten approximiert

F ′(s)≈D∆sF (s) = (D∆s1F (s),D∆s2F (s), . . . ,D∆sn
F (s))

mit

D∆si
F (s) =

F (s1, . . . , si−1, si +∆si, si+1, . . . , sn)−F (s)
∆si

, i = 1, . . . ,n.

Zum Berechnen von Approximationen der partiellen Ableitungen ist jeweils wieder
ein zusätzliches AWP zu lösen. Wir erhalten damit das folgende Verfahren.
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7.7. Quasi-Newton-Verfahren zum Lösen von allgemeinen RWP:
S0 Wähles(0) und setzek = 0.

S1 Berechne die Lösungy(b;s(k)) des AWP

y′ = f(x,y), y(a) = s(k)

an der Stellex = b.

S2 Wähle ein

∆s(k) = (∆s
(k)
1 , . . . ,∆s

(k)
n )T

und berechne füri = 1, . . . ,n die Lösungen

y(i) = y(b;s(k) +∆s
(k)
i ei)

der AWP

y′ = f(x,y), y(a) = s(k) +∆s
(k)
i ei

an der Stellex = b.

S3 Berechne

F
(
s(k)
)

= r
(
s(k),y

(
b;s(k)

))
und füri = 1, . . . ,n

F
(
s(k) +∆s

(k)
i ei

)
= r

(
s(k) +∆s

(k)
i ei,y

(i)
)

.

S4 Berechne füri = 1, . . . ,n

D∆s
(k)
i

F (s(k)) =
F (s(k) +∆s

(k)
i ei)−F (s(k))

∆s
(k)
i

.

S5 Setze

D∆s(k)F (s(k)) =
(
D∆s

(k)
1

F (s(k)), . . . ,D∆s
(k)
n

F (s(k))
)

.

S6 Löse das lineare Gleichungssystem

D∆s(k)F (s(k))d(k) = F (s(k)).
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S7 Setzes(k+1) = s(k)−d(k).

S8 Setzek = k +1 und gehe zu SchrittS1.

Pro Schritt sind hiern+ 1 AWP zu lösen. Die Konvergenz des Verfahrens ist lokal
und hängt von der Wahl des Startwertess(0) und von der Wahl der Größen∆s

(k)
i ,

i = 1, . . . ,n, ab. Praktisch wendet man besser ein modifiziertes NEWTON-Verfahren
an, bei dem SchrittS6durch

S6’ Wähle eine Schrittweiteλk und setze

s(k+1) = s(k)−λkd
(k).

ersetzt wird. Durch geschickte Wahl der Schrittweitenλk erreicht man eine bessere
Konvergenz.
Für lineare RWP

y′ = T (x)y +g(x), Ay(a)+By(b) = c

lässt sich zeigen, dass das obige Verfahren bei beliebigem Anfangswerts(0) in einem
Schritt die Lösung liefert.

Probleme beim einfachen Schießverfahren

Zum Lösen des RWP

y′ = f(x,y), r(y(a),y(b)) = o

wird beim einfachen Schießverfahren ein Werts so bestimmt, dass die Lösung des
AWP

y′ = f(x,y), y(a) = s

auch die Randbedingungen erfüllt. Eigentlich interessieren uns aber die Werte der
Lösungy(x) des RWP im vorgegebenen Intervall[a,b]. Prinzipiell sind Werte dieser
Lösung berechnenbar, indem das AWP

y′ = f(x,y), y(a) = s

näherungsweise für verschiedenenx ∈ [a,b] gelöst wird. Hierbei tritt aber ein Pro-
blem auf. Nach Satz 6.3 hängt die Lösung eines AWP gemäß

‖y(x;s1)−y(x;s2)‖ <
= ‖s1−s2‖eL|x−a|
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von den Anfangswerten ab. Das bedeutet aber, dass auch bei genauer Bestimmung
des Anfangswertess, für den die Lösung des entsprechenden AWP auch die Randbe-
dingung erfüllt, die Lösungy(x;s) beliebig stark von der exakten Lösung des RWP
abweicht (falls nur der TermeL|x−a| hinreichend groß ist). Das einfache Berechnen
eines geeigneten Startwertess genügt daher nicht, um die Lösung eines RWP mit
hinreichender Genauigkeit zu berechnen.

7.8. Beispiel:Wir betrachten das RWP

y′1 = y2 , y1(0) = 1,
y′2 = 110y1+y2 , y1(10) = 1

und dazu das AWP

y′1 = y2 , y1(0) = 1,
y′2 = 110y1+y2 , y2(0) = s.

Die allgemeine Lösung dieses AWP lautet

y1(x;s) =
11− s

21
e−10x +

10+s

21
e11x,

y2(x;s) = −10
11− s

21
e−10x +11

10+s

21
e11x.

Beim einfachen Schießverfahren müßte der Parameters die Gleichungy1(10;s) = 1
erfüllen. Es ergibt sich

11− s

21
e−100+

10+s

21
e110= 1

und daraus

s =−10+21
1− e−100

e110− e−100≈−10+3.5·10−47≈−10.

Beim Lösen dieses Problems auf einem realen Rechner darf man höchstens erwarten,
dasss mit relativer Maschinengenauigkeit berechnet wird. Man erhält eine Näherung
s̄ =−10(1+ ε) mit |ε| <= eps. Schon für einen Fehlerε =−10−10 erhält man aber

y1(10;s̄)≈ 2.8·1037.

Selbst beim Berechnen vons mit voller Maschinengenauigkeit weichen die damit
berechneten Lösungen des AWP stark von der exakten Lösung des RWP ab.♥
Aus der Abschätzung

‖y(x;s1)−y(x;s2)‖ <
= ‖s1−s2‖eL|x−a|

folgt aber auch, dass man den Einfluss der ungenauen Anfangsbedingungen durch
Verkleinern des Intervalls[a,x] beliebig verkleinert. Das führt auf die Mehrzielme-
thode.
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7.3. Die Mehrzielmethode

Zum Lösen des RWP

y′ = f(x,y), r(y(a),y(b)) = o

gehen wir folgendermaßen vor:
Es sei∆n : {x1,x2, . . . ,xm} mit a = x1 < x2 < · · · < xm = b eine Unterteilung des
Intervalls[a,b]. Wir wählen zu jedemxi, i = 1, . . . ,m−1, einen Anfangswertsi und
lösen die AWP

y′ = f(x,y), y(xi) = si, i = 1, . . . ,m−1.

Es seiy(x;xi,si) die Lösungsfunktion, die wir für das Intervall[xi,xi+1) erhalten.
Sind wir nun in der Lage, die Anfangswerte so zu wählen, dass die aus den Funk-
tionen y(x;xi,si) stückweise zusammengesetzte Funktion stetig ist und noch die
Randbedingungen erfüllt, so akzeptieren wir diese Funktion als Lösungsfunktion.
Es sei alsos = (sT

1 , . . . ,sT
m)T und

y(x;s) =
{

y(x;xi,si) für x ∈ [xi,xi+1), i = 1, . . . ,m−1
sm für x = xm = b.

Die Stetigkeitsforderung any(x;s) und die zu erfüllenden Randbedingungen führen
auf ein nichtlineares Gleichungssystem für die Parameters1,s2, . . . ,sm:

F (s) =


F 1(s1,s2)
F 2(s2,s3)

...
F m−1(sm−1,sm)
F m(s1,sm)

=


y(x2;x1,s1)−s2
y(x3;x2s2)−s3

...
y(xm;xm−1,sm−1)−sm

r(s1,sm)

= o.

Zum Lösen wird wieder ein NEWTON-Verfahren der Form

s(k+1) = s(k)−
[
F ′(s(k))

]−1
F (s(k))

oder ein modifiziertes NEWTON-Verfahren

s(k+1) = s(k)−λk

[
F ′(s(k))

]−1
F (s(k))

angewendet. Man beachte, dass diesi Vektoren aus demRn sind. Die Gleichung
F (s) = o stellt damit ein nichtlineares Gleichungssystem mitn ·m Gleichungen für
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n ·m Variable dar. Für die JACOBI-Matrix F ′(s) erhält man

F ′(s) =



G1 −I O · · · O O O

O G2 −I ... O O O

O O G3
... O O O

... ... ... ... ... ... ...

O O O ... Gm−2 −I O
O O O · · · O Gm−1 −I
A O O · · · O O B


mit

Gi =
(

∂F i(s)
∂si

)
, A =

(
∂r(s1,sm)

∂s1

)
, B =

(
∂r(s1,sm)

∂sm

)
.

Man ersetzt wieder die Differentialquotienten durch entsprechende Differenzenquo-
tienten. Zu deren Berechnung ist wieder das Lösen von weiteren(m− 1)n AWP
notwendig.
Die Berechnung von[

F ′(s(k))
]−1

F (s(k)),

das bedeutet das Lösen des linearen Gleichungssystems

F ′(s(k))d = F (s(k)),

lässt sich wegen der speziellen Struktur der JACOBI-Matrix auf die Behandlung von
mehreren linearen Gleichungssystemen geringerer Dimension zurückführen.
Die Voraussetzungen an die Durchführbarkeit der Mehrzielmethode sind bedeutend
schwächer als die Voraussetzungen an die Durchführbarkeit des einfachen Schieß-
verfahrens. Besonders die Güte der Startwerte spielt bei der Mehrzielmethode eine
geringere Rolle als beim einfachen Schießverfahren.

7.4. Differenzenverfahren

Eine weitere Möglichkeit Verfahren zum Lösen von RWP zu gewinnen, besteht dar-
in, die in der Differentialgleichung auftretenden Differentialquotienten durch Diffe-
renzenquotienten zu ersetzen. Wir erläutern das Vorgehen am Beispiel des folgenden
linearen RWP 2.Ordnung mit linearen separierten Randbedingungen.

−y′′+p(x)y′+ q(x)y = g(x), x ∈ [a,b],
α1y(a)+α2y

′(a) = α0,

β1y(b)+β2y
′(b) = β0.
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Weiterhin nehmen wir an, dassy ∈ C4[a,b] gilt.
Nun ersetzen wir in geeigneter Weisey′′ undy′ durch Differenzenquotienten. Dazu
verwenden wir eine äquidistante Unterteilung des Intervalls[a,b]:

xi = a+ ih, h =
b−a

N
.

Wir ersetzeny′′(xi) durch

y(xi+1)−2y(xi)+y(xi−1)
h2 , i = 1, . . . ,N −1

undy′(xi) durch

y(xi+1)−y(xi−1)
2h

, i = 1, . . . ,N −1.

Durch TAYLOR-Entwicklung vony bestätigt man leicht, dass

y′′(xi) =
yi+1−2yi +yi−1

h2 +O(h2)

und

y′(xi) =
yi+1−yi−1

2h
+O(h2)

gilt. (Dabei istyi = y(xi) für i = 0,1, . . . ,N .) Setzen wir dies in die Differentialglei-
chung ein, so erhalten wir

−yi+1−2yi +yi−1

h2 +p(xi)
yi+1−yi−1

2h
+q(xi)yi = g(xi)+O(h2), i = 1, . . . ,N−1.

In den Randbedingungen dürfen wir die ersten Ableitungen nicht durch zentrale Dif-
ferenzenquotienten ersetzen. Wir verwenden hier einfache Differenzenquotienten

y′(x0) = y′(a) =
y1−y0

h
+O(h),

y′(xN ) = y′(b) =
yN −yN−1

h
+O(h).

Damit ergibt sich

α1y0+α2
y1−y0

h
= α0+O(h),

β1yN +β2
yN −yN−1

h
= β0+O(h).
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Ersetzen wir nun dieyi durch die Näherungenηi und lassen die Restglieder in den
Gleichungen fort, so ergibt sich zur Bestimmung derηi das folgende lineare Glei-
chungssystem (mitpi = p(xi), qi = q(xi), gi = g(xi)).

(−α2+hα1)η0+α2η1 = hα0,(
−1− h

2
pi

)
ηi−1+

(
2+h2qi

)
ηi +

(
−1+

h

2
pi

)
ηi+1 = h2gi, i = 1, . . . ,N −1,

−β2ηN−1+(β2+hβ1)ηN = hβ0.

In Matrixschreibweise erhalten wirA(h)η = b(h) mit

A(h) =



−α2+hα1 α2 0 · · · 0 0

−1− h
2p1 2+h2q1 −1+ h

2p1
... 0 0

0 −1− h
2p2 2+h2q2

... 0 0
... ... ... ... ...
0 0 0 · · · 2+h2qN−1 −1+ h

2pN−1
0 0 0 · · · −β2 β2+hβ1


und

η =


η0
η1
...
ηN−1
ηN

 , b(h) =


hα0

h2g1
...
h2gN−1
hβ0

 .

Wir erhalten genau dann eine eindeutige Lösungη, wennA(h) regulär ist. Die Regu-
larität vonA(h) ist natürlich in jedem Falle gesondert nachzuprüfen. Für bestimmte
Parameterkombinationen lassen sich Aussagen über die Regularität vonA(h) ma-
chen. Es gilt der folgende Satz (ohne Beweis).

7.9. Satz:Für das RWP

−y′′+p(x)y′+ q(x)y = g(x), x ∈ [a,b],
α1y(a)+α2y

′(a) = α0,

β1y(b)+β2y
′(b) = β0

gelte

1. α1 > 0, α2
<
= 0, β1 > 0 undβ2

>
= 0,

2. q(x) >
= 0 für alle x ∈ [a,b].
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Dann ist die MatrixA(h) regulär für alle Schrittweitenh mit

0 < h < h0 =
2

supx∈[a,b]p(x)
.

Die Matrix A(h) wird für kleinesh (großesN ) fast singulär sein, so dass das nume-
rische Lösen des GleichungssystemsA(h)η = b(h) schwierig ist.
Für die Güte der Näherungen lässt sich im Falleα2 = β2 = 0 undp(x) ≡ 0 die fol-
gende Aussage machen.

7.10. Satz:Das RWP

−y′′+ q(x)y = g(x), x ∈ [a,b],
y(a) = α0,

y(b) = β0

mit q(x) >
= 0 für alle x ∈ [a,b] habe eine Lösungy ∈ C4[a,b]. Es seien|y(4)| <= M für

alle x ∈ [a,b] und η die mit dem Differenzenverfahren erzeugte Näherungslösung.
Dann gilt

|y(xi)−ηi| <=
Mh2

24
(xi−a)(b−xi).

Für dieses spezielle RWP erhalten wir so ein Verfahren 2. Ordnung.
Das obige Differenzenverfahren ist auch zur Behandlung von nichtlinearen RWP an-
wendbar. Dann erhält man jedoch zum Berechnen der Näherungenη0, . . . ,ηN nicht-
lineare Gleichungssysteme, die selbst mit Hilfe von Iterationsverfahren nur nähe-
rungsweise lösbar sind. Um mit Differenzenverfahren hohe Genauigkeiten zu erzie-
len, ist die Schrittweiteh klein zu wählen. Das führt aber auf große Gleichungssy-
steme, die eventuell noch schlecht konditioniert sind. Differenzenverfahren spielen
deshalb nur bei geringen Genauigkeitsanforderungen eine Rolle. Bei hohen Genau-
igkeitsanforderungen sollte man besser die Mehrzielmethode anwenden.

7.5. Aufgaben

1. Man löse das Randwertproblem

y′′−xy′+y = 1 x ∈ [a,b] y(0) = y′(1) = 1

numerisch mit einem Differenzenverfahren. Als Schrittweite wähle manh =
0,2. Anschließend bestimme man die exakte Lösung und vergleiche mit den
erhaltenen Näherungen.
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Kapitel 8

Lineare Gleichungssysteme

8.1. Allgemeine Grundlagen und Störungstheorie

Wir betrachten in diesem Kapitel lineare Gleichungssysteme

a11x1+a12x2+ · · ·+a1nxn = b1,

a21x1+a22x2+ · · ·+a2nxn = b2,
... ...

an1x1+an2x2+ · · ·+annxn = bn,

oder in Matrixschreibweise

Ax = b

mit

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

 , b =


b1
b2
...
bn

 , x =


x1
x2
...

xn

 ∈ Rn.

Bevor wir uns mit der Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen und Genauigkeits-
fragen beschäftigen, sind noch einige Begriffe bereitzustellen.

8.1.1. Vektor- und Matrixnormen

Eine Abbildung

‖◦‖ : Rn −→ R+ =
{

α ∈ R | α >
= 0
}

heißtVektornorm , falls sie folgende Bedingungen erfüllt.

77
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1. ‖x‖ >
= 0, ‖x‖= 0⇐⇒ x = o.

2. Für alleα ∈ R und allex ∈ Rn gilt ‖αx‖= |α|‖x‖.

3. Für allex,y ∈ Rn gilt die Dreiecksungleichung‖x+y‖ <
= ‖x‖+‖y‖.

Bemerkung: Die Dreiecksungleichung ist äquivalent zur Ungleichung

‖x−y‖ >
=
∣∣‖x‖−‖y‖∣∣ .

Beispiele für Vektornormen

• Euklidische Norm:

‖x‖2 =
√

xTx =

√
n

∑
i=1

x2
i .

• Betragssummennorm:

‖x‖1 =
n

∑
i=1
|xi|.

• Maximumnorm:

‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi|.

• p-Norm:

‖x‖p = p

√
n

∑
i=1
|xi|p.

In den folgenden Bildern sind die sogenannten Einheitssphären, die Mengen

{ x ∈ Rn | ‖x‖= 1} ,

im R2 dargestellt.

-

6

&%
'$

‖x‖2 = 1

1

1
-

6

‖x‖∞ = 1

1

1
-

6

�
�

@
@

@
@

�
�

‖x‖1 = 1

1

1
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Zwischen den Vektornormen gibt es gewisse Beziehungen. Die wichtigste kommt in
folgendem Satz zum Ausdruck.

8.1. Satz:Alle Vektornormen imRn sind in folgendem Sinne äquivalent:
Für je zwei Normen‖◦‖(1) und‖◦‖(2) gibt es KonstantenM >

= m > 0, so dass für
alle x ∈ Rn

m‖x‖(2) <
= ‖x‖(1) <

= M‖x‖(2)

gilt.

So gilt zum Beispiel

‖x‖∞ <
= ‖x‖2 <

=
√

n‖x‖∞,
1√
n
‖x‖1 <

= ‖x‖2 <
= ‖x‖1,

‖x‖∞ <
= ‖x‖1 <

= n‖x‖∞.

Auch für Matrizen lassen sich Normen einführen. Eine Abbildung

‖◦‖ : Rm×n −→ R+

heißt(m,n)-Matrixnorm , falls sie folgende Bedingungen erfüllt:

1. ‖A‖= 0⇐⇒A = O.

2. Für alleα ∈ R und alle(m,n)-MatrizenA gilt

‖αA‖= |α|‖A‖.

3. Für alle(m,n)-MatrizenA,B gilt die Dreiecksungleichung

‖A+B‖ <
= ‖A‖+‖B‖.

Bemerkung: Die Dreiecksungleichung lässt sich wieder durch

‖A−B‖ >
=
∣∣‖A‖−‖B‖∣∣

ersetzen.
Bei Fehlerabschätzungen für lineare Gleichungssysteme treten oft Matrix- und Vek-
tornormen gemeinsam auf. Hier ist darauf zu achten, dass die verwendeten Normen
in gewisser Weise verträglich sind. Diese Eigenschaft wird in der folgenden Defini-
tion genauer beschrieben.
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Eine(m,n)-Matrixnorm‖◦‖ heißt mit den Vektornormen‖◦‖(m) auf demRm und
‖◦‖(n) auf demRn verträglich , falls für allex ∈ Rn und alle(m,n)-MatrizenA

‖Ax‖(m) <
= ‖A‖ · ‖x‖(n)

gilt.
Die (n,n)-Matrixnorm ‖ ◦ ‖ heißt submultiplikativ , falls für alle (n,n)-Matrizen
A,B

‖AB‖ <
= ‖A‖ · ‖B‖

gilt. Auch für Matrixnormen gilt ein zu Satz 8.1 analoger Satz.

8.2. Satz:Alle (m,n)-Matrixnormen sind in folgendem Sinne äquivalent:
Für je zwei Normen‖◦‖(1) und‖◦‖(2) gibt es KonstantenL >

= l > 0, so dass für alle
(m,n)-MatrizenA

l‖A‖(2) <
= ‖A‖(1) <

= L‖A‖(2)

gilt.

Beispiele für Matrixnormen

• Zeilensummennorm:

‖A‖∞ = max
i=1,...,m

n

∑
k=1

|aik|.

• Spaltensummennorm:

‖A‖1 = max
j=1,...,n

m

∑
k=1

|akj|.

• FROBENIUS-Norm:

‖A‖F =

√
m

∑
i=1

n

∑
j=1

a2
ij.

• Maximumnorm:

‖A‖M = max
i=1,...,m

max
j=1,...,n

|aij|.
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Die Zeilensummennorm, die Spaltensummennorm und die FROBENIUS-Norm sind
für quadratische Matrizen submultiplikativ. Die Zeilensummennorm ist mit der Ma-
ximumnorm für Vektoren verträglich, die Spaltensummennorm ist mit der Betrags-
norm für Vektoren verträglich, und die FROBENIUS-Norm ist mit der euklidischen
Vektornorm verträglich.
Unter allen(n,n)-Matrixnormen, die mit einer gegebenen Vektornorm‖◦‖ auf dem
Rn verträglich sind, gibt es genau eine, die dieser Vektornorm besonders gut ange-
passt ist. Die Matrixnorm

lub(A) = max
x∈Rn

x6=o

‖Ax‖
‖x‖

= ax y∈Rn

‖y‖=1
‖Ay‖

heißtMatrixgrenznorm 1 oder kurz Grenznorm zur Vektornorm‖◦‖. Die besonde-
re Eigenschaft von Grenznormen kommt in folgendem Satz zum Ausdruck.

8.3. Satz:Es sei‖◦‖ eine beliebige(n,n)-Matrixnorm, die mit der Vektornorm‖◦‖
auf demRn verträglich ist. Mit der zugehörigen Matrixgrenznorm gilt dann für alle
(n,n)-MatrizenA

lub(A) <
= ‖A‖.

Der Beweis folgt sofort aus der Definition der Matrixgrenznorm.
Weiterhin ist jede Matrixgrenznorm submultiplikativ und es gilt lub(I) = 1.

Geometrische Interpretation der Matrixgrenznorm

Es seiϕ die durch die MatrixA vermittelte lineare Abbildung desRn in sich. Wir
betrachten nun das Bild einer Einheitssphäre:

Ω = { x ∈ Rn | ‖x‖= 1}

und

ϕ(Ω) = {Ax | x ∈Ω } .

Dann folgt

lub(A) = max
y∈ϕ(Ω)

{‖y‖}.

Die Größe lub(A) stellt die größte „Verzerrung“ eines Bildpunktes gegenüber dem
Originalpunkt dar.

1Die Bezeichnung lub ist die Abkürzung vonlowestupperbound.
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8.4. Beispiel:Wir betrachten die Matrix

A =
(

1 2
4 2

)
.

Im Bild sind die Einheitssphären und ihre Bilder für die Maximumnorm und die
Betragssummennorm dargestellt.
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Zu den wichtigsten Vektornormen erhält man die folgenden Grenznormen.

• Betragssummennorm:

‖A‖1 = lub1(A) = max
x6=o

‖Ax‖1
‖x‖1

= max
j=1,...,n

n

∑
k=1

|akj|.

Das ist die Spaltensummennorm.

• Maximumnorm:

‖A‖∞ = lub∞(A) = max
x6=o

‖Ax‖∞
‖x‖∞

= max
i=1,...,n

n

∑
k=1

|aik|.

Das ist die Zeilensummennorm.

• Euklidische Norm:

‖A‖2 = lub2(A) = max
x 6=o

‖Ax‖2
‖x‖2

= max
x6=o

√
(Ax)T (Ax)√

xTx
=
√

λmax(ATA).
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Das ist die Spektralnorm.λmax(ATA) bezeichnet dabei den größten Eigen-
wert der MatrixATA. Die Spektralnorm einer Matrix darf nicht mit dem
Spektralradius verwechselt werden. Dieser ist der Betrag des betragsgrößten
Eigenwertes vonA:

%(A) = max
i=1,...,n

{|λi(A)|}.

8.1.2. Ordnungen und Beträge

Die in Abschnitt 8.1.1. eingeführten Normen werden dazu verwendet, Vektoren und
Matrizen in ihrer Gesamtheit miteinander zu vergleichen. Oft benötigt man aber
auch elementweise Abschätzungen. Dazu führen wir eine natürliche Halbordnung
für Vektoren aus demRn und für(m,n)-Matrizen ein. Für je zwei Vektorenx,y ∈
Rn gilt x <

= y genau dann, wennxi
<
= yi für i = 1, . . . ,n gilt. Für je zwei (m,n)-

Matrizen A,B gilt A <
= B genau dann, wennaij

<
= bij für i = 1, . . . ,m und j =

1, . . . ,n gilt. Die so eingeführte Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Aber
es gibt Vektoren (Matrizen) für die wederx <

= y (A <
= B) nochy <

= x (B <
= A) gilt.

Weiterhin führen wir Betragsvektoren und Betragsmatrizen ein. Fürx ∈ Rn sei

|x|=


|x1|
|x2|

...
|xn|

 .

Für eine(m,n)-Matrix A sei

|A|=


|a11| |a12| . . . |a1n|
|a21| |a22| . . . |a2n|

... ... ... ...
|am1| |am2| . . . |amn|

 .

Offensichtlich gilt für allex,y ∈ Rn

• |x|= 0⇐⇒ x = o.

• |αx|= |α| |x| für alleα ∈ R.

• |x+y| <= |x|+ |y|.

Achtung:| ◦ | ist trotzdem keine Norm, denn| ◦ | : Rn −→ Rn.
Für beliebige(m,n)-MatrizenA, B und(n,p)-MatrizenC gilt

• |A|= 0⇐⇒A = O.
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• |αA|= |α| |A| für alleα ∈ R.

• |A+B| <= |A|+ |B|.

• |AC| <= |A| |C|.

Insbesondere gilt für alle(m,n)-MatrizenA und alle Vektorenx ∈ Rn

|Ax| <= |A| |x|.

Die Ordnungsrelationen und Beträge sind mit den Vektornormen‖◦‖p in folgendem
Sinne verträglich.

(*) Für alle Vektorenx ∈ Rn gilt ‖|x|‖p = ‖x‖p.

(**) Für alle Vektorenx,y ∈ Rn gilt

|x| <= |y|=⇒‖x‖p <
= ‖y‖p.

Eine Norm mit der Eigenschaft (*) heißtabsolut.
Eine Norm mit der Eigenschaft (**) heißtmonoton. Die Vektornormen‖ ◦ ‖p sind
absolut und monoton. Bei den Matrixnormen sind die Normen‖A‖1, ‖A‖∞ und
‖A‖F absolut und monoton. Die Spektralnorm‖A‖2 ist weder absolut noch mono-
ton. Es gilt jedoch

‖A‖2 <
= ‖|A|‖2

und

|A| <= |B|=⇒‖|A|‖2 <
= ‖|B|‖2.

Die Spektralnorm besitzt dafür (genau wie die Euklidische Vektornorm) eine andere
wichtige Eigenschaft:

Für eine beliebige(m,n)-Matrix A und beliebige orthogonale(m,m)-
MatrizenU und(n,n)-MatrizenV gilt

‖UAV ‖2 = ‖A‖2.

Wir werden im weiteren nur submultiplikative Matrixnormen verwenden. Im we-
sentlichen werden das die Normen‖A‖1, ‖A‖2, ‖A‖∞ und‖A‖F sein.
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8.1.3. Spezielle Transformationsmatrizen

Bei der Entwicklung von Verfahren zum Lösen von linearen Gleichungssystemen
werden wir verschiedene Transformationsmatrizen verwenden. Die wichtigsten von
ihnen mit ihren speziellen Eigenschaften wollen wir in diesem Abschnitt angeben.

Nichtorthogonale Transformationen

Eine(n,n)-Matrix M det Form

M = Mk(m) = I +meT
k

mit m ∈ Rn undeT
k m = 0 heißtNT-Matrix 2. Eine(n,n)-Matrix L der Form

L = Lk(l) = I + leT
k

mit l ∈ Rn und eT
i l = 0 für i = 1, . . . ,k heißtLNT-Matrix 3. Eine NT-Matrix hat

damit folgendes Aussehen:

Mk(m) =



1 m1
... ... O

1 mk−1
1

mk+1 1

O
... ...

mn 1


.

Eine LNT-Matrix hat dagegen das Aussehen:

Lk(l) =



1
... O

1
1

lk+1 1

O
... ...
ln 1


.

Bemerkung: Eine Matrix der FormI +meT
k mit beliebigem Vektorm ∈ Rn heißt

FROBENIUS-Matrix .
Für NT-Matrizen und damit auch für LNT-Matrizen gilt der folgende Satz.

2Abkürzung fürnichtorthogonaleTransformationsmatrix
3Abkürzung fürlower triangular NT-Matrix
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8.5. Satz:Jede NT-MatrixMk(m) ist regulär, und es gilt

Mk(m)−1 = Mk(−m).

Beweis:

Mk(m)Mk(−m) = (I +meT
k )(I−meT

k )
= I +meT

k −meT
k −meT

k meT
k

= I− (eT
k m)meT

k = I.

�

Die Inverse einer NT-Matrix ist wieder eine NT-Matrix. Speziell ist die Inverse einer
LNT-Matrix wieder eine LNT-Matrix.
Eine(n,n)-Matrix L mit lij = 0 für i < j heißtuntere Dreiecksmatrix. Gilt zusätz-
lich lii = 1 für i = 1, . . . ,n, so heißt die Matrixuntere Einsdreiecksmatrix.
Diese Matrizen haben daher folgende Struktur:

L =


l11
l21 l22 O
... ... ...

ln−1,1 ln−1,2 · · · ln−1,n−1
ln,1 ln,2 · · · ln,n−1 lnn


bzw.

L =


1
l21 1 O
... ... ...

ln−1,1 ln−1,2 · · · 1
ln,1 ln,2 · · · ln,n−1 1

 .

Eine(n,n)-Matrix U mit uij = 0 für i > j heißtobere Dreiecksmatrix. Gilt zusätz-
lich uii = 1 für i = 1, . . . ,n, so heißt die Matrixobere Einsdreiecksmatrix.
Eine obere Dreiecksmatrix hat folgende Struktur

U =


u11 u12 · · · u1,n−1 u1n

u22 · · · u2,n−1 u2n
... ... ...

O un−1,n−1 un−1,n

unn

 .
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Orthogonale Transformationen

Als orthogonale Transformationsmatrizen werden uns Tauschmatrizen und Permuta-
tionsmatrizen begegnen. Eine(n,n)-Tauschmatrix T pq ist eine Matrix der Form

T pq = (e1, . . . ,ep−1,eq,ep+1, . . . ,eq−1,ep,eq+1, . . . ,en)

=



eT
1
...

eT
p−1

eT
q

eT
p+1
...

eT
q−1

eT
p

eT
q+1
...

eT
n



=



1
... O

1
0 1

1
...

1
1 0

1

O ...
1



p-te Zeile

q-te Zeile

.

Multipliziert man eine(n,n)-Matrix A von links mit einer TauschmatrixT pq, so
erhält man eine(n,n)-Matrix Ā, bei der gegenüberA die p-te undq-te Zeile ver-
tauscht sind. Multiplikation der MatrixA von rechts mit der TauschmatrixT pq be-
wirkt einen entsprechenden Spaltentausch. Hat die MatrixA die ZeilenzT

1 , . . . ,zT
n

bzw. die Spaltens1, . . . ,sn, so ergibt sich

T pqA =



zT
1
...

zT
p−1

zT
q

zT
p+1
...

zT
q−1

zT
p

zT
q+1
...

zT
n



, AT pq =
(
s1, . . . ,sp−1,sq,sp+1, . . . ,sq−1,sp,sq+1, . . . ,sn

)
.

Eine(n,n)-Matrix P der Form

P = (el1,el2, . . . ,eln) ,
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wobei {l1, l2, . . . , ln} eine Permutation der Zahlen{1,2, . . . ,n} ist, nennt manPer-
mutationsmatrix . Offenbar ist das Produkt beliebig vieler Tauschmatrizen gleicher
Dimension eine Permutationsmatrix. Umgekehrt lässt sich jede Permutationsmatrix
als Produkt von Tauschmatrizen darstellen. Tauschmatrizen sind daher spezielle Per-
mutationsmatrizen. Multipliziert man dementsprechend eine(n,n)-Matrix A von
links mit einer(n,n)-PermutationsmatrixP , so erhält man eine Matrix̄A = PA,
deren Zeilen gegenüberA entsprechendP permutiert sind. Rechtsmultiplikation ei-
ner MatrixA bewirkt in analoger Weise eine Spaltenpermutation.
Es bleibt noch zu zeigen, dass Permutationsmatrizen orthogonal sind. Es gilt:(

PP T
)

ij
= elielj

T

= δlilj

= δij

wegenli = lj ⇐⇒ i = j. Damit folgt

PP T = I,

also die Orthogonalität vonP .
Bemerkung: Für die Speicherung einer(n,n)-PermutationsmatrixP benötigt man
nur ein Feldp der Längen. Bewirkt die PermutationsmatrixP bei einer Multiplika-
tion Px mit einem Vektorx ∈ Rn gerade den Tausch deri-ten Komponente vonx
auf die Positionpi, so setzt manp(i) = pi.
Weitere orthogonale Transformationen sind die sogenannten GIVENS-Drehungen.
Eine(n,n)-Matrix G = Gpq(c,s) der Form

G =



1
... O

1
c s

1
...

1
−s c

1

O ...
1



p-te Zeile

q-te Zeile

, c2+s2 = 1

heißt GIVENS-Drehung oder GIVENS-Matrix .
Eine GIVENS-Matrix unterscheidet sich von der Einheitsmatrix nur in den Elementen
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(G)pp, (G)pq, (G)qp und(G)qq. Die Orthogonalität ist offensichtlich. Geometrisch
stellt die Transformation

x −→ y = Gpq(c,s)x

eine Drehung in der(pq)-Ebene um den Winkel−ϕ mit c = cosϕ unds = sinϕ dar.
Von großer Bedeutung sind auch die HOUSEHOLDER-Spiegelungen.
Eine(n,n)-Matrix H = H(u) der Form

H = I−2uuT , u ∈ Rn, uTu = 1

heißt HOUSEHOLDER-Spiegelungoder HOUSEHOLDER-Matrix . Offensichtlich ist
H symmetrisch. Auch die Orthogonalität erkennt man leicht. Es gilt

HHT = HH = (I−2uuT )(I−2uuT )
= I−2uuT −2uuT +4uuTuuT = I−4uuT +4uuT = I.

Geometrisch lässt sich die Abbildung

x −→ y = H(u)x

als Spiegelung des Vektorsx an einer Ebene mit dem Normalenvektoru deuten.
Verzichtet man auf die NormierunguTu = 1, so stellt sich eine HOUSEHOLDER-
Matrix in der Form

H = I− vvT

γ
, γ =

vTv

2

dar.

8.1.4. Eigenwerte und Singulärwerte

Bekanntlich lassen sich für quadratische Matrizen sogenannte Eigenwerte und Ei-
genvektoren definieren. Eine Zahlλ ∈ C heißtEigenwert der(n,n)-Matrix A, falls
es einen Vektorx ∈ Cn, x 6= o, gibt, so dass

Ax = λx

gilt. Jeder derartige Vektorx heißtEigenvektor zum Eigenwertλ. Eine notwendige
und hinreichende Bedingung dafür, dassλ Eigenwert vonA ist, ist die Säkularglei-
chung

det(A−λI) = 0.
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Das Polynom

ϕ(µ) = det(A−µI)

heißtcharakteristisches Polynomder(n,n)-Matrix A. Es giltϕ ∈Πn. Die Eigen-
werte einer Matrix sind damit die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Im
allgemeinen sind die Eigenwerte und damit auch die Eigenvektoren einer beliebigen
reellen Matrix komplex. Es gilt aber der folgende Satz.

8.6. Satz:Die Eigenwerte einer symmetrischen(n,n)-Matrix A sind sämtlich reell.
Zu verschiedenen Eigenwerten gehörende Eigenvektoren sind paarweise orthogonal.
Es existiert eine orthogonale(n,n)-Matrix U , so dass

UTAU = Λ = diag(λ1, . . . ,λn)

gilt. λ1, . . . ,λn sind dabei die Eigenwerte vonA, die Spalten vonU sind zugehörige
normierte Eigenvektoren.

Eine Abschätzung der Eigenwerte einer Matrix liefert der folgende Satz.

8.7. Satz:Für alle Eigenwerteλ einer(n,n)-Matrix A gilt

|λ| <= lub(A)

bezüglich einer beliebigen Matrixgrenznorm.

Beweis:Ist x 6= o Eigenvektor zum Eigenwertλ, so giltAx = λx. Daraus folgt

|λ|‖x‖= ‖Ax‖ <
= lub(A)‖x‖,

und nach Division durch‖x‖

|λ| <= lub(A).

�

Bemerkung: Ist ‖A‖ eine Matrixnorm, die mit irgendeiner Vektornorm verträglich
ist, so folgt aus diesem Satz und Satz 8.3 sofort|λ| <= ‖A‖ für einen beliebigen Ei-
genwertλ vonA.
Beliebige Matrizen lassen sich durch orthogonale Transformationen nicht diagonali-
sieren. Für sie gilt aber der folgende Satz.
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8.8. Singulärwertzerlegung:Zu jeder(m,n)-Matrix A gibt es eine orthogonale
(m,m)-Matrix U und eine orthogonale(n,n)-Matrix V , so dass

UTAV = Σ = diag(σ1, . . . ,σl)

mit l = min{m,n} undσ1
>
= σ2

>
= · · · >

= σl
>
= 0 gilt. Die Zahlenσ1, . . . ,σl sind eindeu-

tig bestimmt und heißen Singulärwerte der MatrixA.

Bemerkung: Die Matrix Σ hat folgende Gestalt

Σ =


σ1 0

...
0 σn

O

 , m > n = l

Σ =

 σ1 0
... O

0 σm

 , n > m = l

Σ =

 σ1 0
...

0 σn

 , m = n = l

Beweis:Die (n,n)-Matrix ATA ist symmetrisch und wegen

xTATAx = (Ax)T (Ax) = ‖Ax‖22 >
= 0

positiv semidefinit. Nach Satz 8.6 existiert damit eine orthogonale(n,n)-Matrix V ,
so dass

V T (ATA)V = diag(λ1, . . . ,λn) >
= O

gilt. O.B.d.A. sei

λ1
>
= λ2

>
= · · · >

= λr > λr+1 = · · ·= λn = 0

angenommen. Weiterhin sei

V = (v(1), . . . ,v(n)).

Dann gilt

ATAv(j) = λjv
(j), j = 1, . . . ,n,
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und damit

λj = v(j)TATAv(j) = ‖Av(j)‖22.

Es ist alsoAv(j) 6= o für j = 1, . . . , r undAv(j) = o für j = r +1, . . . ,n. Wir defi-
nieren nun

σj =
√

λj, j = 1, . . . , r

und

u(j) =
Av(j)

σj
, j = 1, . . . , r.

Für i, j = 1, . . . , r gilt dann

u(i)Tu(j) =
v(i)TATAv(j)

σiσj
=

λj

σiσj
v(i)Tv(j) = δij.

Die Vektorenu(1), . . . ,u(r) sind paarweise orthogonal und auf 1 normiert. Durch
Hinzunahme weiterer Vektorenu(r+1), . . . ,u(m) sind sie zu einer orthonormierten
Basis desRm ergänzt. Dann ist die Matrix

U =
(
u(1), . . . ,u(m)

)
orthogonal, und es gilt

(
UTAV

)
ij

= u(i)TAv(j) =

 σju
(i)Tu(j) für j = 1, . . . , r,

0 für j = r+1, . . . ,n.

Setzen wir nochσr+1 = · · ·= σl = 0, so gilt

UTAV = Σ = diag(σ1, . . . ,σl).

�

Die Singulärwerte einer MatrixA sind somit die Wurzeln aus den Eigenwerten der
Matrix ATA (oderAAT ). Weiterhin gilt

• ‖A‖2 = σ1,

• ‖A‖F =
√

σ2
1 + · · ·σ2

r ,
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• rg(A) = r.

Für den Zusammenhang zwischen Eigenwerten und Singulärwerten einer quadrati-
schen Matrix gilt

• det(A) = ∏n
i=1λi und|det(A)|= ∏n

i=1σi,

• σ1
>
= |λi| >= σn für i = 1, . . . ,n,

• σi = |λi| für i = 1, . . . ,n falls A symmetrisch ist.

8.1.5. Störungstheorie

Wir betrachten ein lineares GleichungssystemAx = b mit einer (n,n)-Matrix A
undmb ∈ Rn. Bekanntlich gilt dann der folgende Satz.

8.9. Satz:Das lineare GleichungssystemAx = b ist genau dann eindeutig lösbar,
wenn die MatrixA regulär ist.

Dieser Satz ist in der Praxis mit Vorsicht zu genießen, wie das folgende Beispiel
zeigt.

8.10. Beispiel:Es sei

A =
(

1.00 0.99
0.99 0.98

)
, b =

(
1.99
1.97

)
.

Die exakte Lösung des GleichungssystemsAx = b ist x = (1,1)T . Die MatrixA ist
regulär, denn es gilt det(A) = 1·0.98−0.992 =−0.00016= 0. Behandelt man dieses
Gleichungssystems auf einem Rechner mit dem MaschinenzahlbereichM(10,2, ., .),
so ergibt sich

gl (det(A)) = gl (0.98−0.992) = 0.98−0.98= 0.

Auf diesem Rechner würde die Matrix als singulär betrachtet werden. ♥

Der Begriff der Regularität der Koeffizientenmatrix reicht daher in der Numerik nicht
aus, um die (praktische) Lösbarkeit eines Gleichungssystems zu charakterisieren.
Eine (n,n)-Matrix A heißt numerisch regulär, falls alle (n,n)-Matrizen Ā aus
einer UmgebungU(A) regulär sind. Existiert eine singuläre Matrix̃A ∈ U(A), so
heißt die MatrixA numerisch singulär. Die Größe der UmgebungU(A) hängt
dabei sowohl von der verwendeten Hardware (relative Maschinengenauigkeit), als
auch von der verwendeten Software (zur Behandlung der Matrix) ab. Zurück zum
Beispiel 8.10.
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8.11. Beispiel:Wir betrachten folgende Umgebung der MatrixA:

U(A) =
{

Ā ∈ R2×2
∣∣∣ |Ā−A| <= 0.5·10−2

(
1 1
1 1

)}
.

Das ist gerade die Menge von Matrizen, die bei der Konvertierung in den Maschi-
nenzahlbereichM(10,2, ., .) auf die MatrixA abgebildet werden. Wir sehen daher
A als Repräsentanten aller Matrizen̄A ∈ U(A) an. Für die Matrix

Ã =
(

1.000 0.9900
0.9900 0.9801

)
∈ U(A)

gilt aber det(Ã) = 0 und rg(Ã) = 1. Folglich enthältU(A) singuläre Matrizen. Die
Matrix A ist also in diesem Maschinenzahlbereich als numerisch singulär anzusehen.

♥

Bemerkungen:(i) Hinter der Aussage von Satz 8.9 steckt bei der Prüfung der Regu-
larität vonA der Test einer REAL-Zahl auf Gleichheit mit Null. Solche Tests sollte
man in Programmen vermeiden. Dafür ist ein Test der Form|x| <= ε mit einer vorge-
gebenen Genauigkeitε besser.
(ii) Die UmgebungU(A) lässt sich meist in der Form

U(A) =
{

Ā ∈ Rn×n

∣∣∣∣ |āij−aij|
1+ |aij|

<
= Keps;i, j = 1, . . . ,n

}
darstellen. Dabei ist eps die relative Maschinengenauigkeit undK eine Konstante,
die von der verwendeten Software abhängt.
Schon das letzte kleine Beispiel zeigt, dass Störungen die Aufgabe mehr oder weni-
ger stark verändern. Den Einfluss dieser Störungen wollen wir nun genauer untersu-
chen.
Neben dem Gleichungssystem

Ax = b

mit der Lösungx betrachten wir ein gestörtes System

(A+δA)(x+δx) = b+δb.

Die Lösungx + δx des gestörten Systems weicht umδx von der Lösung des ur-
sprünglichen Systems ab. Der Zusammenhang zwischen dieser Störungδx und den
EingabefehlernδA in der Matrix undδb in der rechten Seite soll nun untersucht
werden. Wir stellen uns dabei zwei Fragen.
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1. Wann besitzt das gestörte System eine eindeutige Lösung?

2. Wie lässt sich‖δx‖ durch‖δA‖ und‖δb‖ abschätzen?
Wie lässt sich|δx| durch|δA| und|δb| abschätzen?

Die erste Frage ist gerade die Frage nach der numerischen Regularität vonA. Wir
fragen danach, wie groß eine Umgebung der regulären MatrixA maximal ist, so
dass sie nur reguläre Matrizen enthält. Für die Einheitsmatrix wird diese Frage mit
folgendem Satz beantwortet.

8.12. Satz:Für die (n,n)-Matrix P gelte ‖P ‖ < 1. Dann ist die MatrixI −P
regulär, und es gilt die Abschätzung

‖(I−P )−1‖ <
=

1
1−‖P ‖

.

Beweis:Für jedesx ∈ Rn gilt

‖(I−P )x‖ = ‖x−Px‖ >
= |‖x‖−‖Px‖| >= ‖x‖−‖Px‖

>
= ‖x‖−‖P ‖‖x‖= (1−‖P ‖)‖x‖> 0, x 6= o.

Damit istI−P regulär, und es existiert die InverseC = (I−P )−1. Dann gilt

1 = ‖I‖ = ‖(I−P )C‖= ‖C−PC‖ >
= ‖C‖−‖PC‖

>
= ‖C‖−‖P ‖‖C‖= (1−‖P ‖)‖C‖.

Wegen 1−‖P ‖> 0 folgt daraus

‖C‖= ‖(I−P )−1‖ <
=

1
1−‖P ‖

.

�

Bemerkung: Die Bedingung‖P ‖< 1 ist bezüglich einer Grenznorm auch notwen-
dig. Das erkennt man, falls man

P =


1

0 O
...

O 0


betrachtet. Hier gilt rg(I−P ) = n−1 und‖P ‖= 1.
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8.13. Störungslemma:Gegeben seien eine reguläre(n,n)-Matrix A und eine Stö-
rungsmatrixδA, die der Bedingung

κ = ‖A−1‖‖δA‖< 1

genügt. Dann ist auch die MatrixA+δA regulär und es gilt

1. ∥∥∥(A+δA)−1
∥∥∥ <

=

∥∥A−1
∥∥

1−κ
,

2. ∥∥∥(A+δA)−1−A−1
∥∥∥ <

=

∥∥A−1
∥∥2

1−κ
‖δA‖.

Beweis:Es seiP =−A−1δA. Dann gilt

‖P ‖= ‖A−1δA‖ <
= ‖A−1‖‖δA‖= κ < 1.

Nach Satz 8.12 ist dann die MatrixI−P = I +A−1δA regulär. Wegen der Regu-
larität vonA ist damit aber auchA+δA regulär. Für die erste Abschätzung folgt∥∥∥(A+δA)−1

∥∥∥ =
∥∥∥∥[A(I +A−1δA

)]−1
∥∥∥∥=

∥∥∥∥(I +A−1δA
)−1

A−1
∥∥∥∥

<
=

∥∥∥∥(I +A−1δA
)−1

∥∥∥∥ ∥∥∥A−1
∥∥∥ <

=

∥∥A−1
∥∥

1−
∥∥A−1δA

∥∥ <
=

∥∥A−1
∥∥

1−κ
.

Für die zweite Abschätzung erhalten wir

(A+δA)−1−A−1 = (A+δA)−1
[
I− (A+δA)A−1

]
= (A+δA)−1 [A− (A+δA)]A−1

= −(A+δA)−1δAA−1.

Damit erhält man∥∥∥(A+δA)−1−A−1
∥∥∥ <

=

∥∥∥(A+δA)−1
∥∥∥ ‖δA‖ ∥∥∥A−1

∥∥∥ <
=

∥∥A−1
∥∥2

1−κ
‖δA‖.

�
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Bemerkungen:(i) Durchκ = ‖A−1‖‖δA‖< 1 wird eine Umgebung der regulären
Matrix A festgelegt, die nur reguläre Matrizen enthält:

U(A) =
{

Ā ∈ Rn×n

∣∣∣∣ ‖A− Ā‖ <
= ∆A <

1

‖A−1‖

}
.

Die Größe‖A−1‖ ist damit ein Maß für die Regularität vonA.
(ii) Betrachtet man die Inversenbildung als FunktionΦ : Rn×n −→Rn×n, so erkennt
man aus der zweiten Abschätzung in Satz 8.13, dass für einĀ ∈ U(A)∥∥∥Ā−1−A−1

∥∥∥= ‖Φ(Ā)−Φ(A)‖

<
=

‖A−1‖2

1−‖Ā−A‖‖A−1‖
‖Ā−A‖

<
=

‖A−1‖2

1−∆A‖A−1‖
‖Ā−A‖

und damit

‖Φ(Ā)−Φ(A)‖ <
= L(A,∆A)‖Ā−A‖

gilt. Die Inversenbildung ist daher für eine reguläre Matrix lokal lipschitzstetig mit
der LIPSCHITZ-Konstanten

L(A,∆A) =
‖A−1‖2

1−∆A‖A−1‖
‖Ā−A‖.

Nach diesen Vorbereitungen ist der Einfluss von Störungen in einem linearen Glei-
chungssystem abschätzbar. Es sei durch

(A+δA)(x+δx) = b+δb

ein gestörtes lineares Gleichungssystem gegeben. Die StörungδA genüge der Be-
dingung

κ = ‖A−1‖‖δA‖< 1.

Nach Satz 8.13 ist dann die MatrixA+δA regulär, und das gestörte System besitzt
eine eindeutige Lösung

x+δx = (A+δA)−1(b+δb).
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Dann gilt

δx = (A+δA)−1(b+δb)−A−1b

= (A+δA)−1
[
b+δb− (A+δA)A−1b

]
= (A+δA)−1

[
b+δb−b−δA ·A−1b

]
= (A+δA)−1 [−δAx+δb]

= A−1 [−δAx+δb]+
[
(A+δA)−1−A−1

]
[−δAx+δb]

= δx′+O(‖δA‖(‖δA‖+‖δb‖)).

δx′ = A−1 [−δAx+δb] stellt dabei den bezüglichδA und δb linearen Teil des
Fehlersδx dar. Fürδx erhält man die Abschätzung

‖δx‖ <
=

∥∥∥(A+δA)−1
∥∥∥ ‖−δAx+δb‖ <

=

∥∥A−1
∥∥

1−κ
(‖δA‖‖x‖+‖δb‖) .

Für ein inhomogenes Gleichungssystem (x 6= o) lässt sich auch der relative Fehler
der Lösung abschätzen. Man erhält

‖δx‖
‖x‖

<
=

∥∥A−1
∥∥

1−κ

(
‖δA‖+ ‖δb‖

‖x‖

)
=

1
1−κ

(
‖A‖

∥∥∥A−1
∥∥∥ ‖δA‖‖A‖

+

∥∥A−1
∥∥ ‖b‖
‖x‖

· ‖δb‖
‖b‖

)
.

Berücksichtigt man noch

‖b‖= ‖Ax‖ <
= ‖A‖‖x‖,

so ergibt sich

‖δx‖
‖x‖

<
=

1
1−κ

(
‖A‖

∥∥∥A−1
∥∥∥ ‖δA‖‖A‖

+‖A‖
∥∥∥A−1

∥∥∥ ‖δb‖
‖b‖

)
=

cond(A)
1−κ

(
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

)
mit cond(A) = ‖A‖

∥∥A−1
∥∥.

Wir fassen die Ergebnisse in einem Satz zusammen.

8.14. Satz:Gegeben sei das lineare GleichungssystemAx = b mit einer regulären
(n,n)-Matrix A undb ∈ Rn; ferner sei

(A+δA)(x+δx) = b+δb
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ein gestörtes Gleichungssystem, wobei die StörungδA der Bedingung

κ =
∥∥∥A−1

∥∥∥ ‖δA‖< 1

genüge. Dann ist die MatrixA + δA regulär, und das gestörte Gleichungssystem
besitzt die eindeutige Lösung

x+δx = (A+δA)−1(b+δb).

Für den Fehlerδx der Lösung gilt:

1.

δx = δx′+O(‖δA‖(‖δA‖+‖δb‖)),

wobei

δx′ = A−1 [−δAx+δb]

den bezüglichδA undδb linearen Teil des Fehlersδx darstellt.

2.

‖δx‖ <
=

∥∥A−1
∥∥

1−κ
(‖x‖‖δA‖+‖δb‖) .∥∥A−1

∥∥ ‖x‖ bzw.
∥∥A−1

∥∥ sind die absoluten partiellen Konditionszahlen be-
züglichA undb.

3. Für b 6= o (x 6= o) gilt

‖δx‖
‖x‖

<
=

1
1−κ

(
‖A‖

∥∥∥A−1
∥∥∥ ‖δA‖‖A‖

+

∥∥A−1
∥∥ ‖b‖
‖x‖

‖δb‖
‖b‖

)
<
=

cond(A)
1−κ

(
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

)
.

‖A‖
∥∥A−1

∥∥ und
∥∥A−1

∥∥ ‖b‖/‖x‖ sind die relativen partiellen Konditionszah-
len bezüglichA undb.
Die Größecond(A) = ‖A‖

∥∥A−1
∥∥ wird schlechthin alsKondition der Matrix

A bezeichnet.

Bemerkungen: (i) Die Abschätzungen aus Satz 8.14 verkörpern den schlechtesten
Fall. Im allgemeinen liefern sie zu pessimistische Schranken. Betrachten wir dazu
wieder unser Beispiel. Es ist

A =
(

1.00 0.99
0.99 0.98

)
, A−1 =

(
−9800 9900

9900 −10000

)
.
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In der Spaltensummennorm gilt‖A‖1 = 1.99 und‖A−1‖1 = 19900. Damit folgt
cond1(A) = 39601. Die Voraussetzung von Satz 8.14 wäre schon scharf. Wir dürften
nur Störungen in der Matrix zulassen, für die

‖δA‖1 <
1

‖A−1‖1
=

1
19900

≈ 5.025·10−5

gilt. Schon für die kleine Störung

δA =
(

0 0
0 1

)
10−4

wäre der Satz nicht anwendbar. Betrachten wir darum zunächst nur Störungen der
rechten Seite, also den FallδA = O. Fürb 6= o gilt dann

‖δx‖
‖x‖

<
= cond(A)

‖δb‖
‖b‖

.

Für verschiedene rechte Seiten und verschiedene Störungen ergibt sich:

b δb
‖δb‖
‖b‖

x δx
‖δx‖
‖x‖

‖δx‖‖b‖
‖x‖‖δb‖

(
1.00
0.99

) (
0

10−5

)
≈ 5·10−6

(
1
0

) (
0.099
0.100

)
≈ 0.2 39601

(
−1

1

) (
10−5

0

)
≈ 5·10−6

(
19700
−19900

) (
−0.0998

0.0990

)
≈ 5·10−6 0.995

In der letzten Spalte ist jeweils der wahre Verstärkungsfaktor, mit dem die relativen
Fehler in der rechten Seite in die Lösung eingehen, angegeben.
Betrachten wir nun auch Störungen in der Matrix. Es sei

δA =
(

0 0
0 2·10−5

)
, ‖δA‖1 = 2·10−5,

cond1(A)
1−‖δA‖1‖A−1‖1

≈ 65800.
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Für verschiedene rechte Seiten erhalten wir folgende Ergebnisse:

b x δx
‖δx‖
‖x‖

‖δx‖‖b‖
‖x‖‖δb‖

(
1
1

) (
100
−100

) (
24.75
−25.00

)
≈ 0.24875 ≈ 25000

(
−1

1

) (
19700
−19900

) (
4925.25
−4975.00

)
≈ 0.2500 ≈ 25000

Für die Störung

δA =
(
−10−5 10−5

−10−5 10−5

)
, ‖δA‖1 = 2·10−5,

cond1(A)
1−‖δA‖1‖A−1‖1

≈ 65800

ergibt sich

b x δx
‖δx‖
‖x‖

‖δx‖‖b‖
‖x‖‖δb‖

(
1
1

) (
100
−100

) (
0
0

)
0 0

(
−1

1

) (
19700
−19900

) (
−0.2

0.2

)
≈ 10−5 ≈ 0.5

Wir sehen, dass für verschiedene Abschätzungen Fälle existieren, bei denen die je-
weiligen maximalen Fehlerverstärkungen voll wirksam werden. Es existieren aber
auch Störungen vom gleichen Störungsniveau, die sich fast gar nicht auf die Lösung
auswirken. Störungen in der Matrix können sich dabei bedeutend stärker bemerkbar
machen, da die Abhängigkeit der Lösung von der Matrix Unstetigkeitsstellen be-
sitzt.
(ii) Verwendet man die euklidische Norm zur Fehlerabschätzung, so lässt sich die
dritte Ungleichung in Satz 8.14 etwas verschärfen. Es gilt

‖δx‖2
‖x‖2

<
=

1

1−‖δA‖2‖A−1‖2

(
cond2(A)

|δA‖
‖A‖

+‖A−1‖2
‖ATb‖2
‖b‖2

‖δb‖2
‖b‖2

)
.
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Hier wird die Abhängigkeit des Verstärkungsfaktors von der rechten Seite besser
berücksichtigt. Für die ersten Beispiele (δA = O) liefert das die Abschätzungen

‖δx‖
‖x‖

<
= 36150

‖δb‖
‖b‖

, b =
(

1
1

)
,

‖δx‖
‖x‖

<
= 183

‖δb‖
‖b‖

, b =
(
−1

1

)
.

(iii) In den Abschätzungen tauchen die Normen verschiedener Größen auf. Dabei
sind ‖b‖ und ‖A‖ meist leicht zu berechnen. Für‖δb‖ und ‖δA‖ kennt man oft
Schranken. Das Berechnen von‖A−1‖ bereitet Schwierigkeiten, da die InverseA−1

im allgemeinen natürlich nicht bekannt ist.
Die Aussagen von Satz 8.14 stellen eine Abschätzung des unvermeidbaren Fehlers
dar. Mit Hilfe dieses Satzes ist nicht die Güte einer berechneten Lösung bewertbar.
Im Sinne der Rückwärtsanalyse müssten wir eine berechnete Lösung ¯x des linea-
ren GleichungssystemsAx = b akzeptieren, falls sie als Lösung eines benachbarten
SystemsĀx̄ = b̄ interpretierbar ist, wobei sich die Matrix̄A und der Vektorb̄ von
A undb nur in der Größenordnung des Eingabefehlers unterscheiden. Mit dem fol-
genden Satz lässt sich für eine berechnete Lösung entscheiden, ob sie Lösung eines
derartigen benachbarten Systems ist.

8.15.PRAGER-OETTLI: DurchAx = b sei ein lineares Gleichungssystem gegeben.
Mit der Matrix ∆A >

= O und dem Vektor∆b >
= o seien folgende Mengen definiert:

A=
{

Â ∈ Rn×n
∣∣ ∣∣Â−A

∣∣ <
= ∆A

}
und

B =
{

b̂ ∈ Rn
∣∣ ∣∣b̂−b

∣∣ <
= ∆b

}
.

Der Vektorx̄ ist genau dann exakte Lösung eines GleichungssystemsĀx̄ = b̄ mit
Ā ∈ A und b̄ ∈ B, wenn

|r(x̄)| <= ∆A|x̄|+∆b

gilt. Dabei bezeichnetr(x̄) = b−Ax̄ das Residuum von̄x bezüglich des ursprüng-
lichen Gleichungssystems.

Beweis:(⇒) Wir nehmen an, dass eine Matrix̄A ∈A und ein Vektorb̄ ∈ B existie-
ren, so dass̄Ax̄ = b̄ gilt. Dann gilt

Ā = A+δA, |δA| <= ∆A
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und

b̄ = b+δb, |δb| <= ∆b.

Damit folgt

|r(x̄)| = |b−Ax̄|= |b̄−δb− (Ā−δA)x̄|= |b̄− Āx̄−δb+δAx̄|
= |−δb+δAx̄| <= |δb|+ |δA| |x̄| <= ∆b+∆A|x̄|.

(⇐) Es gelte

|r(x̄)| <= ∆b+∆A|x̄|.

Es sei weiter

r(x̄) =


r1
r2
...

rn

 , s = ∆b+∆A|x̄|=


s1
s2
...

sn

 >
= o, ∆b =


∆b1
∆b2

...
∆bn

 . x̄ =


x̄1
x̄2
...

x̄n


und

∆A =


∆a11 ∆a12 · · · ∆a1n

∆a21 ∆a22 · · · ∆a2n
... ... ... ...

∆an1 ∆an2 · · · ∆ann

 .

Für die unbekannten Größen̄A, δA, b̄, δb undx̄ machen wir die Ansätze

Ā =


ā11 ā12 · · · ā1n

ā21 ā22 · · · ā2n
... ... ... ...

ān1 ān2 · · · ānn

 , δA =


δa11 δa12 · · · δa1n

δa21 δa22 · · · δa2n
... ... ... ...

δan1 δan2 · · · δann

 ,

b̄ =


b̄1
b̄2
...
b̄n

 , δb =


δb1
δb2
...

δbn

 .

Nun definieren wir

δaij =


ri
si

∆aijsign(x̄j) für si > 0

0 für si = 0
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und

δbi =


−ri

si
∆bi für si > 0

0 für si = 0
.

Wir haben zu zeigen, dass für die so definierten Größen

Ā = A+δA, b̄ = b+δb

einerseitsĀ ∈ A und b̄ ∈ B und andererseits̄Ax̄ = b̄ gilt. Die ersten beiden Aussa-
gen folgen sofort aus der Voraussetzung|r(x̄)| <= s. Es folgt|ri| <= si für i = 1, . . . ,n
und damit

|δaij| <= ∆aij, i, j = 1, . . . ,n

und

|δbi| <= ∆bi, i = 1, . . . ,n.

Damit folgt aber|δA| <= ∆A und|δb| <= ∆b, daherĀ ∈A undb̄ ∈ B. Weiterhin folgt

r(x̄) = b−Ax̄ = (b̄−δb)− (Ā−δA)x̄ = b̄− Āx̄−δb+δAx̄.

Fürδb−δAx̄ gilt komponentenweise im Fallesi > 0

(δb−δAx̄)i = δbi−
n

∑
j=1

δaijx̄j =−ri

si
∆bi−

n

∑
j=1

ri

si
∆aijsign(x̄j)x̄j

= −ri

si

[
∆bi +

n

∑
j=1

∆aij|x̄j|

]
=−ri

si
si =−ri.

Im Falle si = 0 gilt auchri = 0, δbi = 0 undδaij = 0 für j = 1, . . . ,n. Damit ist
wieder 0= (δb−δAx̄)i =−ri.
Insgesamt gilt dannδb− δAx̄ = −r(x̄) und weiterr(x̄) = b̄− Āx̄ + r(x̄), also
Āx̄ = b̄. �

Mit Hilfe des Satzes von PRAGER und OETTLI wird aus der Größe des Residuums
auf die Güte der Lösung geschlossen, falls Informationen über die Datenfehler in
der Matrix und in der rechten Seite bekannt sind. Das Berechnen des Residuums
sollte dabei mit großer Sorgfalt erfolgen (höhere Genauigkeit), da im allgemeinen
Auslöschung auftritt. Genügt das Residuumr(x̄) der Bedingung

|r(x̄)| <= ∆b+∆A|x̄|,
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so istx̄ als Lösung zu akzeptieren.
Oft hat man eine spezielle Fehlerkorrelation der Form∆A = ε|A| und ∆b = ε|b|
vorliegen. Hier sind alle Eingabedaten mit gleicher relativer Genauigkeit gegeben.
In diesem Falle ergibt sich

|b−Ax̄| <= ε(|b|+ |A| |x̄|)

als Bedingung für die Brauchbarkeit der Lösung ¯x. Hat man andererseits ein ¯x be-
rechnet, so lässt sich über die obige Ungleichung ein kleinstes Fehlerniveauε be-
rechnen, für das ¯x noch als Lösung akzeptierbar ist. Man erhält

ε = max
i=1,...,n

|(b−Ax̄)i|
(|b|+ |A| |x̄|)i

.

Falls für das wahre Fehlerniveauε < ε gilt, ist x̄ nicht als Lösung akzeptierbar. Im
Falleε >

= ε ist x̄ zu akzeptieren.

8.16. Beispiel:Wir betrachten ein GleichungssystemAx = b mit

A =
(

1.00 0.99
0.99 0.98

)
, b =

(
1.00
0.99

)
.

Für die Näherungslösung

x̄ =
(

1.099
0.100

)
erhält man

r(x̄) =
(
−0.19800
−0.19601

)
, |A| |x̄|+ |b|=

(
2.19800
2.17601

)
.

Daraus berechnet manε≈ 0.09. Erst ab einem Fehler der Eingabedaten von 9% oder
mehr ist die Näherungslösung akzeptierbar. Für die rechte Seite

b =
(
−1

1

)
und die Näherungslösung

x̄ =
(

19600
−20000

)
erhält man

r(x̄) =
(

199
197

)
, |A| |x̄|+ |b|=

(
39401
39005

)
.

Hier ergibt sichε≈ 0.005. Schon für relative Fehler der Eingabedaten von 5% oder
mehr ist die Lösung zu akzeptieren. ♥
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Dieses Beispiel zeigt auch, dass aus einem kleinen Residuum noch nicht auf eine
genaue Lösung geschlossen werden darf.

8.2. Direkte Lösungsverfahren

Eine Möglichkeit, ein lineares Gleichungssystem zu lösen, besteht darin, das Lösen
auf eine Folge von einfach zu lösenden Gleichungssystemen zurückzuführen. Wir
lösen anstelle von

Ax = b

Systeme

A(i)x(i) = b(i), i = 1, . . . ,k.

Dabei ist die Folge so zu konstruieren, dass einerseitsx(k) bei exakter Rechnung
die Lösung des ursprünglichen Gleichungssystems ist und andererseits die Syste-
me mit einem Gesamtaufwand zu lösen sind, der den Aufwand beim Invertieren
der Koeffizientenmatrix nicht übersteigt. Als Koeffizientenmatrizen bieten sich da-
bei Dreiecksmatrizen, Diagonalmatrizen und orthogonale Matrizen an. Ein solches
Vorgehen bezeichnen wir alsdirektes Lösungsverfahren. Charakteristisch für ein
direktes Lösungsverfahren ist, dass man bei exakter Rechnung nach endlich vielen
Rechenschritten die exakte Lösung erhält. Die Anzahl der benötigten Rechenschritte
ist dabei a priori abschätzbar.

8.2.1. Die LU-Zerlegung

Schon im alten China nutzte man das heute als GAUSS-Algorithmus bekannte Ver-
fahren zum Lösen linearer Gleichungssysteme. Die Vorgehensweise ist bekannt:
Man versucht, durch geeignete Linearkombination von Gleichungen, nach und nach
die Variablen zu eliminieren. Bezogen auf die KoeffizientenmatrixA bedeutet das:
Man versucht, durch Linearkombination der Zeilen unterhalb der Diagonalen Nullen
zu erzeugen. Wir wollen uns einen Transformationsschritt ansehen und gleich über-
legen, wie dieser Schritt mit Hilfe geeigneter Transformationsmatrizen darstellbar ist
Dabei setzen wir immer eine reguläre MatrixA voraus.
Es seiA(0) = A undb(0) = b. Nachk Schritten wurdenA undb in A(k) undb(k)
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transformiert. Die MatrixA(k) besitzt dabei die Struktur

A(k) =



a
(k)
11 · · · a

(k)
1k a

(k)
1,k+1 · · · a

(k)
1n

0 ... ... ... ... ...
... ... a

(k)
kk a

(k)
k,k+1 · · · a

(k)
kn

0 · · · 0 a
(k)
k+1,k+1 · · · a

(k)
k+1,n

... ... ... ... ... ...

0 · · · 0 a
(k)
n,k+1 · · · a

(k)
nn


=

 U (k)

O M (k)



mit U (k) ∈Rk×n undM (k) ∈R(n−k)×(n−k). Nehmen wir nun an, dassa(k)
k+1,k+1 6= 0

gilt, so sind in der(k + 1)-ten Spalte unterhalb der Diagonalen Nullen erzeugbar,

indem zuri-ten Zeile (i = k +2, . . . ,n) von A(k) das(−a
(k)
i,k+1/a

(k)
k+1,k+1)-fache der

(k +1)-ten Zeile addiert wird.

Bezeichnen wir mitz(k)
1

T
, . . . ,z

(k)
n

T
die Zeilen der MatrixA(k), so gilt

z
(k+1)
i

T
= z

(k)
i

T
= eT

i A(k), i = 1, . . . ,k +1

und füri = k +2, . . . ,n

z
(k+1)
i

T
= z

(k)
i

T
−

a
(k)
i,k+1

a
(k)
k+1,k+1

z
(k)
k+1

T

= eT
i A(k)−

a
(k)
i,k+1

a
(k)
k+1,k+1

eT
k+1A

(k)

=
(
eT

i − l̄i,k+1e
T
k+1

)
A(k)

mit

l̄i,k+1 =
a

(k)
i,k+1

a
(k)
k+1,k+1

.
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Fasst man diese Gleichungen zusammen, so erhält man

A(k+1) =

 z
(k+1)
1

T

...

z
(k+1)
n

T

=



eT
1
...

eT
k+1

eT
k+2− l̄k+2,k+1e

T
k+1

...

eT
n − l̄n,k+1e

T
k+1


A(k) = Lk+1(−l̄k+1)A(k).

Die TransformationsmatrixLk+1(−l̄k+1) ist eine LNT-Matrix. Sie hat die Struktur

Lk+1(−l̄k+1) =



1
... O

1

1

− l̄k+2,k+1 1

O
... ...

− l̄n,k+1 1


= I− l̄k+1e

T
k+1

mit

l̄k+1 =



0
...
0

a
(k)
k+2,k+1

a
(k)
k+1,k+1

...

a
(k)
n,k+1

a
(k)
k+1,k+1


.

Unter der Voraussetzunga(k)
k+1,k+1 6= 0 lässt sich der(k + 1)-te Transformations-

schritt in der Form

A(k+1) = Lk+1(−l̄k+1)A(k)

schreiben. Gilta(k)
k+1,k+1 = 0, so ist mindestens ein Elementa

(k)
i,k+1 mit i = k+2, . . . ,n

von Null verschieden. Wäre das nicht der Fall, so wären alle Elementea
(k)
i,k+1 mit
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i = k +1, . . . ,n gleich Null. Damit wäre aber die MatrixA(k) singulär. Da aber alle
Transformationsschritte mit regulären LNT-Matrizen durchgeführt wurden, müsste
dann auch die MatrixA im Widerspruch zur Voraussetzung singulär sein. Es sei nun
s(k+1)∈ {k+2, . . . ,n} ein Index mita(k)

s(k+1),k+1 6= 0. Wir tauschen die Zeilenk+1

unds(k +1) in der MatrixA(k) und erhalten eine Matrix4

Â
(k)

= T s(k+1),k+1A
(k).

In diesem Falle ergibt sichA(k+1) gemäß

A(k+1) = Lk+1(−l̂k+1)Â
(k)

= Lk+1(−l̂k+1)T s(k+1),k+1A
(k).

Der Vektorl̂k+1 ist durch

l̂k+1 =



0
...
0

â
(k)
k+2,k+1

â
(k)
k+1,k+1

...
â

(k)
n,k+1

â
(k)
k+1,k+1


festgelegt, wobei die ˆa

(k)
ij die Elemente der MatrixÂ

(k)
bezeichnen. Nachn− 1

Schritten erhält man so eine obere DreiecksmatrixU = A(n−1). Es gilt

U = Ln−1(−l̂n−1)T s(n−1),n−1 · · ·L2(−l̂2)T s(2),2L1(−l̂1)T s(1),1A.

Im ursprünglichen GAUSS-Algorithmus werden diese Transformationen simultan
auf die rechte Seite angewendet. Man erhält

c = Ln−1(−l̂n−1)T s(n−1),n−1 · · ·L2(−l̂2)T s(2),2L1(−l̂1)T s(1),1b.

Damit hat man das Gleichungssystem

Ax = b

auf das äquivalente System

Ux = c
4Das Elementas(k+1),k+1, das nach diesem Tausch auf der Position(k + 1,k + 1) steht wird alsPivotelementbe-

zeichnet.
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transformiert. Dies lässt sich wegen der oberen Dreiecksgestalt vonU einfach lösen.
Diesen Prozess bezeichnet man alsRücksubstitution. Einen Algorithmus dazu ge-
ben wir am Ende dieses Abschnitts an.
In vielen Anwendungsfällen hat man mehrere Gleichungssysteme mit gleicher Ko-
effizientenmatrixA aber verschiedenen rechten Seitenb zu lösen. Oft sind die rech-
ten Seiten dieser zu lösenden Gleichungssysteme Funktionen der schon berechneten
Lösungen (z.B. bei vielen Iterationsverfahren zur Nullstellenberechnung nichtlinea-
rer Gleichungssysteme). In diesen Fällen ist es günstig, sich die Transformationen
Li(−l̂i)T s(i),i in geeigneter Weise zu merken. Dazu trennen die eigentlichen Trans-

formationsmatrizen von den Tauschmatrizen. Allgemein gilt für 1<
= k < i <

= j <
= n

(siehe Übungsaufgabe 13):

T ijLk(l) = Lk(T ijl)T ij.

Wir verwenden die Abkürzung

P i = T s(n−1),n−1T s(n−2),n−2 · · ·T s(i),i, i = 1, . . . ,n−1,

also

P n−1 = T s(n−1),n−1, P i = P i+1T s(i),i, i = n−2, . . . ,1.

Dann gilt auch für 1<= k < i <
= n

P iLk(l) = Lk(P il)P i.

Damit folgt

Ln−1(−l̂n−1)T s(n−1),n−1Ln−2(−l̂n−2)T s(n−2),n−2 · · ·L1(−l̂1)T s(1),1

= Ln−1(−l̂n−1)P n−1Ln−2(−l̂n−2)T s(n−2),n−2 · · ·L1(−l̂1)T s(1),1

= Ln−1(−l̂n−1)Ln−2(−P n−1l̂n−2)P n−2 · · ·L1(−l̂1)T s(1),1
... ...

= Ln−1(−l̂n−1)Ln−2(−P n−1l̂n−2) · · ·L2(−P 3l̂2)L1(−P 2l̂1)P 1.

Insgesamt gilt dann

U = Ln−1(−l̂n−1)Ln−2(−P n−1l̂n−2) · · ·L2(−P 3l̂2)L1(−P 2l̂1)P 1A.

Setzt man noch

P = P 1, ln−1 = l̂n−1, li = P i+1l̂i, i = 1, . . . ,n−1,
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so folgt

U = Ln−1(−ln−1)Ln−2(−ln−2)Ln−3(−ln−3) · · ·L2(−l2)L1(−l1)PA.

Multipliziert man diese Gleichung von links mit den Inversen der LNT-Matrizen, so
ergibt sich

PA = L1(l1)L2(l2) · · ·Ln−2(ln−2)Ln−1(ln−1)U .

Nach Übungsaufgabe 14 ist das Produkt der LNT-Matrizen eine untere Einsdreiecks-
matrix, und es gilt

L = L1(l1)L2(l2) · · ·Ln−1(ln−2)Ln−2(ln−1) = I +(l1, l2, . . . , ln−1,o).

Man erhält somit die MatrixL ohnezusätzlichen Rechenaufwand aus den Vektoren
l1, . . . , ln−1. Damit haben wir konstruktiv folgenden Satz bewiesen.

8.17. Satz:Zu jeder regulären(n,n)-Matrix A existiert eine PermutationsmatrixP
derart, dass sichPA eindeutig in das Produkt aus einer unteren Einsdreiecksmatrix
L und einer regulären oberen DreiecksmatrixU zerlegen lässt:

PA = LU

=


1
l21 1 O
...

... ...
ln−1,1 ln−1,2 · · · 1
ln,1 ln,2 · · · ln,n−1 1




u11 u12 · · · u1,n−1 u1n

u22 · · · u2,n−1 u2n
... ...

...
O un−1,n−1 un−1,n

unn


mit uii 6= 0 für i = 1, . . . ,n.

Beweis:Es ist noch die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen. Nehmen wir dazu an,
es gelte

PA = LU = L̄Ū

mit vonL undU verschiedenen Matrizen̄L undŪ . Dann folgt

L̄
−1

L = ŪU−1 = D.

Nach Übungsaufgabe 10 ist̄L
−1

L untere Einsdreiecksmatrix. Analog ist̄UU−1

obere Dreiecksmatrix. Damit ist die MatrixD gleichzeitig untere Einsdreiecksma-
trix und obere Dreiecksmatrix, daher giltD = I, daherL̄ = L undŪ = U . �
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Hat man einmal von einer MatrixA eineLU -ZerlegungA = P TLU berechnet, so
lässt sich jedes GleichungssystemAx = b lösen, indem man es auf das Lösen von
zwei einfacheren Systemen zurückführt. Man hat dabei die beiden Systeme

Ly = Pb, Ux = y

zu lösen. Dabei wird das Lösen des ersten Systems als Vorwärtssubstitution und das
Lösen des zweiten Systems, wie schon erwähnt, als Rückwärtssubstitution bezeich-
net.
Der bei der Zerlegung der MatrixA freiwerdende Speicherplatz (alle Elemente un-
terhalb der hauptdiagonalen) darf genutzt werden, um die Elemente der unteren Eins-
dreiecksmatrixL zu speichern. Die Zeilenvertauschungen (PermutationsmatrixP )
merkt man sich auf einem Feldp der Längen; der Indexp(i) gibt dann die wahre
Nummer der Zeile an, die aktuell auf der Positioni steht.

8.18.LU -Zerlegung mit Pivotisierung und explizitem Zeilentausch:
Es ist die reguläre(n,n)-Matrix A in ein ProduktPA = LU mit einer Permutati-
onsmatrixP , einer unteren EinsdreiecksmatrixL und einer oberen Dreiecksmatrix
U zu zerlegen. Die PermutationsmatrixP sei dabei auf einem Feldp der Längen
gespeichert.

{Initialisierung}
for i = 1 to n do

p(i) = i
endfor
{LU -Zerlegung}
for j = 1 to n−1 do

{Pivotsuche}
Wähle einen Indexi∗ ∈ { i | aij 6= 0, i = j, . . . ,n } .
{Zeilentausch}
if i∗ 6= j then

pp = p(i∗); p(i∗) = p(j); p(j) = pp
for k = 1 to n do

aa = ai∗k; ai∗k = ajk; ajk = aa
endfor

endif
{Transformation der Restmatrix}
for i = j +1 to n do

aij = aij/ajj

for k = j +1 to n do
aik = aik−aij ·ajk

endfor
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endfor
endfor

Aufwand:∼n3/3 Additionen/Multiplikationen

Am Ende des Algorithmus stehen die wesentlichen Elemente der MatrixL auf dem
unteren Dreieck der MatrixPA. Das obere Dreieck einschließlich der Diagonalen
wird von der MatrixU eingenommen:

u11 u12 u13 · · · u1,n−2 u1,n−1 u1n

l21 u22 u23 · · · u2,n−2 u2,n−1 u2n

l31 l32 u33 · · · u3,n−2 u3,n−1 u3n
... ... ... ... ... ... ...
ln−2,1 ln−2,2 ln−2,3 · · · un−2,n−2 un−2,n−1 un−2,n

ln−1,1 ln−1,2 ln−1,3 · · · ln−1,n−2 un−1,n−1 un−1,n

ln1 ln2 ln3 · · · ln,n−2 ln,n−1 unn


.

8.19. Vorwärtssubstitution bei explizitem Zeilentausch:
Es ist das lineare GleichungssystemLy = Pb mit der regulären unteren Einsdrei-
ecksmatrixL, der PermutationsmatrixP und einem beliebigen Vektorb ∈ Rn zu
lösen. Die MatrixL ist auf dem unteren Dreieck der MatrixA, die Permutationsma-
trix ist auf einem Feldp der Längen gespeichert.

for j = 1 to n do
yj = bp(j)

endfor
for j = 1 to n do

for i = 1 to j−1 do
yi = yi−aij ·yj

endfor
endfor

Aufwand:∼n2/2 Additionen/Multiplikationen

8.20. Rücksubstitution bei explizitem Zeilentausch:
Es ist das lineare GleichungssystemUx = y mit der regulären oberen Dreiecks-
matrix U und einem beliebigen Vektory ∈ Rn zu lösen. Die MatrixU ist auf dem
oberen Dreieck der MatrixA gespeichert.

for j = n to 1 step−1 do
xj = yj/ajj

for i = 1 to j−1 do
yi = yi−aij ·xj



114 KAPITEL 8. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

endfor
endfor

Aufwand:∼n2/2 Additionen/Multiplikationen

Es ist nicht notwendig, den Zeilentausch bei der Zerlegung der Matrix explizit durch-
zuführen. In der Permutationsmatrix, bzw. im Permutationsvektor ist alle wesent-
liche Information enthalten. Dieses Vorgehen bezeichnet man alsfiktiven Zeilen-
tausch. Man erhält folgende Algorithmen.

8.21.LU -Zerlegung, Pivotisierung und fiktiver Zeilentausch:
Es ist die reguläre MatrixA in ein ProduktPA = LU mit einer Permutationsmatrix
P , einer unteren EinsdreiecksmatrixL und einer oberen DreiecksmatrixU zu zerle-
gen. Die PermutationsmatrixP sei dabei auf einem Feldp der Längen gespeichert.

{Initialisierung}
for j = 1 to n do

p(i) = i
endfor
{LU -Zerlegung}
for j = 1 to n−1 do

{Pivotsuche}
Wähle einen Index

i∗ ∈
{

i
∣∣ ap(i),j 6= 0, i = j, . . . ,n

}
.

{Fiktiver Zeilentausch}
if i∗ 6= j then

pp = p(i∗); p(i∗) = p(j); p(j) = pp
endif
{Transformation der Restmatrix}
for i = j +1 to n do

ap(i),j = ap(i),j/ap(j),j
for k = j +1 to n do

ap(i),k = ap(i),k−ap(i),j ·ap(j),k
endfor

endfor
endfor

Aufwand:∼n3/3 Additionen/Multiplikationen

Nach diesem Algorithmus liefert das Feldp die Reihenfolge, in der die Zeilen der
Matrix verarbeitet wurden: Die Zeilep(i) wurde imi-ten Schritt als Pivotzeile ver-
wendet. Die gleiche Reihenfolge der Zeilen und damit auch der Komponenten der
rechten Seite ist natürlich bei der Vorwärtssubstitution zu beachten.
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8.22. Vorwärtssubstitution bei fiktivem Zeilentausch:
Es ist das lineare GleichungssystemLy = Pb mit der regulären unteren Einsdrei-
ecksmatrixL, der PermutationsmatrixP und einem beliebigen Vektorb ∈ Rn zu
lösen. Die MatrixL ist auf dem unteren Dreieck der MatrixPA, die Permutations-
matrix ist auf einem Feldp der Längen gespeichert.

for i = 1 to n do
yi = bp(i)
for j = 1 to i−1 do

yi = yi−ap(i)j ·yj

endfor
endfor

Aufwand:∼n2/2 Additionen/Multiplikationen

8.23. Rücksubstitution bei fiktivem Zeilentausch:
Es ist das lineare GleichungssystemUx = y mit der regulären oberen Dreiecks-
matrix U und einem beliebigen Vektory ∈ Rn zu lösen. Die MatrixU ist auf dem
oberen Dreieck der MatrixA gespeichert.

for j = n to 1 step−1 do
xj = yj/ap(j)j
for i = 1 to j−1 do

yi = yi−ap(i),j ·xj

endfor
endfor

Aufwand:∼n2/2 Additionen/Multiplikationen

Bemerkung: In den Algorithmen zurLU -Zerlegung müsste in der Praxis noch der
Fall berücksichtigt werden, dass kein geeignetes Pivotelement vorhanden ist. Der
SchrittPivotsucheist dazu etwa in folgender Form abzuändern:

Pivotsuche:Bestimme einen Indexi∗ ∈ {j, . . . ,n}mit |ai∗j| >= ε. Gilt für
alle i∈ {j, . . . ,n} |aij|< ε, so ist die Matrix numerisch singulär. STOPP

8.2.2. Rundungsfehleranalyse der LU-Zerlegung

Führen wir dieLU -Zerlegung auf einem realen Rechner durch, so erhalten wir i. a.
nicht die exakten DreiecksfaktorenL undU . Durch den Einfluss von Rundungsfeh-
lern ergeben sich nur NäherungenL undU. Falls dieLU -Zerlegung durchführbar
war (kein Abbruch wegen numerischer Singularität), ist die berechnete MatrixU re-
gulär. Die MatrixL ist als Einsdreiecksmatrix ohnehin regulär. Wir fassen in diesem
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FalleL undU als exakte Zerlegung einer gestörten MatrixA+δA auf. Es gilt dann

PTLU = A+δA.

Die Matrix P ist wieder eine Permutationsmatrix. Sie wird sich von der exakten
Permutationsmatrix unterscheiden, da der Rundungsfehlereinfluss dazu führen kann,
dass die Zeilen der Matrix in anderer Reihenfolge verarbeitet werden. Die Größe
der StörungδA wollen wir nun abschätzen. Wir führen eine Rückwärtsanalyse der
LU -Zerlegung durch. Dazu nehmen wir der Einfachheit halber an, dass während
des Algorithmus kein Zeilentausch notwendig ist. Die Zeilen der Matrix seien daher
schon in der Reihenfolge geordnet, in der sie verarbeitet werden. Dann giltP = P =
I. Wir erhalten damit

δA = LU−A.

Schauen wir uns nun denk-ten Transformationsschritt an. Es gilt

A(k) = Lk(−lk)A(k−1).

In Blockschreibweise erhält man

A(k) =

 I(k−1) O

O L1(−l̄k)


 U (k−1)

O M (k−1)


mit L1(−l̄k) = I− l̄ke

T
1 ∈ R(n−k+1)×(n−k+1) und

l̄k =


0
lk+1,k
...
lnk

 ∈ Rn−k+1 falls lk =



0
...
0
lk+1,k
...
lnk


∈ Rn.

I(k−1) bezeichnet die Einheitsmatrix imR(k−1)×(k−1). Aus der obigen Blockdarstel-
lung folgt

A(k) =

 U (k−1)

O M̄
(k−1)

=

 U (k−1)

O L1(−l̄k)M (k−1)

 .
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Die Transformation wirkt nur auf die RestmatrixM (k−1). Wir haben daher nur
Transformationen der Art

M̄ = L1(−l)M

mit

M =


m11 m12 · · · m1r

m21 m22 · · · m2r
... ... ... ...
mr1 mr2 · · · mrr

 ∈ Rr×r,

L1(−l) = I− leT
1 ∈ Rr×r, l =


0

m21
m11...
mr1
m11

 ∈ Rr

zu betrachten. Führen wir die Transformation auf einem realen Rechner aus, so er-
halten wir statt der MatrixM̄ eine MatrixM̃ mit

M̃ = gl (L1(−l)M).

Diese Matrix fassen wir nun als exaktes Transformationsergebnis einer gestörten
Matrix M̂ = M +δM auf. Es sei also

M̃ = L1(−l̂)M̂

mit

l̂ =


0

m̂21
m̂11...
m̂r1
m̂11

 .

Betrachten wir zunächst nur die zweite Darstellung vonM̃ . Es gilt

M̃ = L1(−l̂)M̂ = (I− l̂eT
1 )M̂ = M̂ − l̂eT

1 M̂

=


m̂11 m̂12 · · · m̂1r

m̂21 m̂22 · · · m̂2r
... ... ... ...
m̂r1 m̂r2 · · · m̂rr

−


0
m̂21
m̂11...
m̂r1
m̂11

(m̂11, m̂12, . . . , m̂1r) ,
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also

M̃ =


m̂11 m̂12 · · · m̂1r

0 m̂22− m̂21m̂12
m̂11

· · · m̂2r− m̂21m̂1r
m̂11... ... ... ...

0 m̂r2− m̂r1m̂12
m̂11

· · · m̂rr− m̂r1m̂1r
m̂11

 . (8.1)

Andererseits werden die Elemente voñM aus den Elementen vonM nach den
Formeln

m̃1j = m1j für j = 1, . . . , r
m̃i1 = 0 für i = 2, . . . , r

m̃ij = gl
(
mij−

mi1m1j

m11

)
für i, j = 2, . . . , r

(8.2)

berechnet. Ein Vergleich von 8.1 und 8.2 liefert:

• Erste Zeile vonM̃ :

m̂1j = m1j

m1j + δm1j = m1j

δm1j = 0

 , j = 1, . . . , r.

• Rest der ersten Spalte voñM :

0 = 0.

• Restmatrix vonM̃ :

m̂ij−
m̂i1m̂1j

m̂11
= gl

(
mij−

mi1m1j

m11

)
, i, j = 2, . . . , r.

Wegenδm1j = 0 für j = 1, . . . , r folgt daraus

mij +δmij−(mi1+δmi1)
m1j

m11
=
[
mij−

mi1

m11
(1+ εi)m1j(1+%ij)

]
(1+ϑij)

für i, j = 2, . . . , r. Von den Rundungsfehlern nehmen wir die Gültigkeit von

|εi|, |%ij|, |ϑij| <= eps, i, j = 2, . . . , r

an.
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Wir erhalten so(r−1)2 Gleichungen zur Festlegung der restlichenr(r−1) Störun-
genδmij, i = 1, . . . , r, j = 2, . . . , r. Es bleiben daher nochr−1 Freiheitsgrade bei
der Belastung der einzelnen Element vonM mit Störungen. Wir setzen

δmi1 = mi1εi, i = 2, . . . , r.

Damit gilt

|δmi1| <= |mi1|eps, i = 2, . . . , r

und

gl (li) = gl

(
mi1

m11

)
=

mi1

m11
(1+ εi) =

mi1+ δmi1

m11
= l̂i, i = 2, . . . , r.

Es folgt

mij + δmij−
mi1m1j

m11
(1+ εi) =

[
mij−

mi1

m11
(1+ εi)m1j(1+%ij)

]
(1+ϑij)

für i, j = 2, . . . , r. Diese Gleichungen lösen wir nach denδmij auf und erhalten:

δmij = mijϑij−
mi1m1j

m11
(1+ εi) [(1+%ij)(1+ϑij)−1] .

In erster Näherung folgt daraus

δmij
.= mijϑij−

mi1m1j

m11
(1+ εi)(%ij +ϑij) (8.3)

.= mijϑij− lim1j(%ij +ϑij) (8.4)

|δmij|
.
<
= (|mij|+2|li| |m1j|)eps. (8.5)

In dieser Abschätzung taucht nochli als Element der exakten Transformationsma-
trix, also ein Element, das wir eigentlich nicht kennen, auf. Es läst sich aber durch
bekannte Elemente ersetzen. Aus der Darstellung

m̃ij = mij(1+ϑij)−
mi1m1j

m11
(1+ εi)(1+%ij)(1+ϑij)

= mij(1+ϑij)− lim1j(1+ εi)(1+%ij)(1+ϑij)

erhalten wir

lim1j =
mij

(1+ εi)(1+%ij)
−

m̃ij

(1+ εi)(1+%ij)(1+ϑij)
. (8.6)
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Setzen wir dies in 8.3 ein, so ergibt sich

δmij
.= mijϑij−mij

(1+ εi)(%ij +ϑij)
(1+ εi)(1+%ij)

+ m̃ij
(1+ εi)(%ij +ϑij)

(1+ εi)(1+%ij)(1+ϑij)
.= mijϑij−mij

%ij +ϑij

(1+%ij)
+ m̃ij

%ij +ϑij

(1+%ij)(1+ϑij)
.= mijϑij−mij(%ij +ϑij)(1−%ij)+ m̃ij(%ij +ϑij)(1−%ij)(1−ϑij)
.= mij(ϑij−%ij−ϑij)+ m̃ij(%ij +ϑij)
.= −%ijmij +(%ij +ϑij)m̃ij

|δmij|
.
<
= eps(|mij|+2|m̃ij|).

Für die gesamte MatrixδM erhalten wir so

δm1j = 0 für j = 1, . . . , r,

|δmi1|
.
<
= eps|mi1| für i = 2, . . . , r,

|δmij|
.
<
= eps(|mij|+2|m̃ij|) für i, j = 2, . . . , r.

In Matrixschreibweise lautet dieses Ergebnis für die Transformation

M (k−1) −→M (k)

∣∣∣δM (k−1)
∣∣∣ .

<
= eps

[
|M (k−1)|+2

(
0 oT

o
∣∣∣M (k)

∣∣∣
)]

.

Bezüglich einer absoluten und monotonen Matrixnorm folgt daraus

‖δM (k−1)‖
.
<
= eps

(
‖M (k−1)‖+2‖M (k)‖

)
.

Betrachten wir nun wieder einen Transformationsschritt für die gesamte Matrix,
so interpretieren wir die ausA(k−1) auf einem realen Rechner berechnete Matrix

A(k) als exaktes Transformationsergebnis einer gestörten MatrixÂ
(k−1)

= A(k−1)+
δA(k−1). Für die StörungδA(k−1) gilt

δA(k−1) =
(

O O

O δM (k−1)

)
und

‖δA(k−1)‖= ‖δM (k−1)‖.
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Insgesamt gilt dann für die berechnete MatrixA(k)

A(k) = L (k−1)(A(k−1) +δA(k−1))

mit der berechneten TransformationsmatrixL (k−1) = Lk−1(−l̄k−1). Für den Trans-
formationsvektor̄lk−1 gilt

l̄k−1 = gl (lk−1)

=



0
...
0

gl

(
a

(k−1)
k,k−1

a
(k−1)
k−1,k−1

)
...

gl

(
a

(k−1)
n,k−1

a
(k−1)
k−1,k−1

)


=



0
...
0

gl

(
m

(k−1)
k,k−1

m
(k−1)
k−1,k−1

)
...

gl

(
m

(k−1)
n,k−1

m
(k−1)
k−1,k−1

)


=



0
...
0

m
(k−1)
k,k−1+δm

(k−1)
n,k−1

m
(k−1)
k−1,k−1

...
m

(k−1)
n,k−1+δm

(k−1)
n,k−1

m
(k−1)
k−1,k−1


.

Die ausA(k−1) berechnete TransformationsmatrixL (k−1) ist demnach als exakte
Transformationsmatrix zur gestörten MatrixA(k−1) + δA(k−1) interpretierbar. Für
die berechnete MatrixU erhalten wir dann

U = A(n−1) = L (n−1)
(
A(n−2) +δA(n−2)

)
= L (n−1)

[
L (n−2)

(
A(n−3) +δA(n−3)

)
+δA(n−2)

]
= L (n−1)L (n−2)

(
A(n−3) +δA(n−3) +

(
L (n−2)

)−1
δA(n−2)

)
.

Die Matrizen
(
L (n−2)

)−1
undδA(n−2) sind von folgender Struktur

(
L (n−2)

)−1
=


1

... O
1

O ? 1
? 0 1

 , δA(n−2) =

 O O

O
? ?
? ?

 .
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Man erkennt sofort, dass
(
L (n−2)

)−1
δA(n−2) = δA(n−2) gilt. Damit folgt

U = L (n−1)L (n−2)
(
A(n−3) +δA(n−3) +δA(n−2)

)
= L (n−1)L (n−2)

[
L (n−3)

(
A(n−4) +δA(n−4)

)
+δA(n−3) +δA(n−2)

]
= L (n−1)L (n−2)L (n−3)[

A(n−4) +δA(n−4) +
(
L (n−3)

)−1(
δA(n−3) +δA(n−2)

)]
.

Wegen

(
L (n−3)

)−1
=



1
... O

1
? 1

O ? 0 1
? 0 0 1

 , δA(n−3) +δA(n−2) =


O O

O
? ? ?
? ? ?
? ? ?


gilt wieder(

L (n−3)
)−1(

δA(n−3) +δA(n−2)
)

= δA(n−3) +δA(n−2).

Setzt man diesen Prozess fort, so erhält man

U = L (n−1)L (n−2) · · ·L (1)
[
A+δA(0) + · · ·+δA(n−3) +δA(n−2)

]
.

Da sich

L =
(
L (1)

)−1
· · ·
(
L (n−1)

)−1

ohne weitere Rundungsfehler aus denL (i) ergibt, folgt

LU = A+δA, δA = δA(0) +δA(1) + · · ·+δA(n−2).

Bezüglich einer absoluten und monotonen Matrixnorm ist dannδA abschätzbar. Wir
erhalten

‖δA‖ <
=

n−2

∑
i=0
‖δA(i)‖=

n−2

∑
i=0
‖δM (i)‖ <

= eps
n−2

∑
i=0

(
‖M (i)‖+2‖M (i+1)‖

)
= eps

[
‖M (0)‖+

n−2

∑
i=1
‖M (i)‖+2

n−1

∑
i=1
‖M (i)‖

]
<
= eps

[
‖A‖+3

n−1

∑
i=1
‖M (i)‖

]
.
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Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

8.24. Satz:Der GAUSSsche Algorithmus sei für die(n,n)-Matrix A durchführbar.
Die berechneten Dreiecksfaktoren seienL und U. Dann existiert eine StörungδA
mit

LU = A+δA.

Die Störung genügt der Abschätzung

‖δA‖ <
= epsF (A)‖A‖

mit der Fehlerkonstanten

F (A) = 1+3
n−1

∑
i=1

‖M (i)‖
‖A‖

.

Der GAUSSsche Algorithmus ist nach diesem Satz gutartig, falls die Kondition der
MatrizenM (i) nicht beliebig groß wird. IstA eine Klasse von Matrizen, für die
der GAUSSsche Algorithmus durchführbar ist und existiert eine KonstanteF <∞,
so dass für alle MatrizenA ∈ A die UngleichungF (A) <

= F gilt, so ist dieLU -
Zerlegung aufA numerisch gutartig.
Neben den Rundungsfehlern, die beim Berechnen derLU -Zerlegung auftreten, sind
auch jene Rundungsfehler zu beachten, die beim Auflösen der Dreieckssysteme en-
stehen. Wir werden für die Vorwärts- und die Rücksubstitution wieder eine Rück-
wärtsanalyse durchführen. Es seien ˆy und x̂ die berechneten Lösungen der Glei-
chungssysteme

Ly = b, Ux = y.

Wir nehmen nun an, dass ˆy und x̂ als exakte Lösungen gestörter Systeme interpre-
tierbar sind. Es gelte also

(L +δL)ŷ = b, (U+δU)x̂ = ŷ.

Wir beweisen zunächst den folgenden etwas allgemeineren Satz.

8.25. Satz:Es seix̂ die berechnete Lösung des Gleichungssystems

Lx = b

mit der regulären unteren DreiecksmatrixL. Dann existiert eine StörungδL mit

(L+δL)x̂ = b.
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Die StörungδL ist ebenfalls untere Dreiecksmatrix und genügt der elementweisen
Abschätzung

|δlij| <= jeps|lij|, i, j = 1, . . . ,n.

Beweis:Das Lösen des GleichungssystemsLx = b erfolgt nach dem Algorithmus

for i = 1 to n do
xi = bi

for j = 1 to i−1 do
xi = xi− lij ·xj

end
xi = xi/lii

end

In Gleitpunktarithmetik gilt dann für das Berechnen einer Komponente ˆxi:

x̂i = bi

for j = 1 to i−1 do
x̂i = gl (x̂i− lijx̂j) = (x̂i− lijx̂j(1+εj))(1+ δj)

end
x̂i = gl (x̂i/lii) = x̂i/(lii(1+ εi))

Dabei nehmen wir wieder an, dass|εj|, |δj| <= eps fürj = 1, . . . , i gilt. Damit folgt

x̂i =

(
· · ·
((

bi− li1x̂1(1+ε1)
)
(1+ δ1)− li2x̂2(1+ε2)

)
(1+ δ2)−·· ·− li,i−1x̂i−1(1+εi−1)

)
(1+ δi−1)

lii(1+εi)

= bi(1+ δ1)(1+ δ2) · · ·(1+ δi−1)− li1x̂1(1+ ε1)(1+ δ1)(1+ δ2) · · ·(1+ δi−1)
lii(1+ εi)

+

+−li2x̂2(1+ ε2)(1+ δ2) · · ·(1+ δi−1)−·· ·− li,i−1x̂i−1(1+ εi−1)(1+ δi−1)
lii(1+ εi)

=
bi− li1x̂1(1+ ε1)− li2x̂2

1+ε2
1+δ1
−·· ·− li,i−1x̂i−1

1+εi−1
(1+δ1)(1+δ2)···(1+δi−2)

lii
1+εi

(1+δ1)(1+δ2)···(1+δi−1)

.

Nun gilt in erster Näherung

1+ εj

(1+ δ1)(1+ δ2) · · ·(1+ δj−1)
.= 1+ εj− δ1− δ2−·· ·− δj−1.

Damit folgt

x̂i =
bi− li1(1+βi1)x̂1− li2(1+βi2)x̂2−·· ·− li,i−1(1+βi1)x̂i−1

lii(1+βii)
(8.7)
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mit

βij =
1+ εj

(1+ δ1)(1+ δ2) · · ·(1+ δj−1)
.= 1+ εj− δ1− δ2−·· ·− δj−1

und

|βij|
.
<
= jeps.

Interpretieren wir die berechnete Lösung ˆx als exakte Lösung eines gestörten Sy-
stems, so erhalten wir

(L+δL)x̂ = b.

Hieraus folgt

x̂i =
bi− (li1+ δli1)x̂1− (li2+ δli2)x̂2−·· ·− (li,i−1+ δli1)x̂i−1

lii + δlii)
. (8.8)

Ein Vergleich von 8.7 und 8.8 liefert

δlij = lijβij

und

|δlij|
.
<
= jeps|lij|

für i, j = 1, . . . ,n. �

Analog gilt für die Lösung von Gleichungssystemen mit einer oberen Dreiecksmatrix
der folgende Satz.

8.26. Satz:Es seix̂ die berechnete Lösung des Gleichungssystems

Ux = b

mit der regulären oberen DreiecksmatrixU . Dann existiert eine StörungδU mit

(U +δU)x̂ = b.

Die StörungδU ist ebenfalls obere Dreiecksmatrix und genügt der elementweisen
Abschätzung

|δuij| <= (n− j +1)eps|uij|, i, j = 1, . . . ,n.
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Mit Hilfe der Sätze 8.24, 8.25 und 8.26 lässt sich der Gesamtrundungsfehler beim
Lösen eines linearen Gleichungssystems mit Hilfe einerLU -Zerlegung abschätzen.
Die berechnete Lösung ˆx ist exakte Lösung des Systems

(U+δU)x̂ = ŷ.

ŷ ist exakte Lösung von

(L +δL)ŷ = b.

Insgesamt gilt

(L +δL)(U+δU)x̂ = ŷ, (8.9)

wobei die StörungenδL undδU den Abschätzungen aus Satz 8.25 bzw. Satz 8.26
genügen. Multipliziert man in Gleichung 8.9 die linke Seite aus, so ergibt sich

(LU+LδU +δL(U+δU))x̂ = b

(A+δA+δA′)x̂ = b.

Die StörungδA beinhaltet den Rundungsfehlereinfluss derLU -Zerlegung. Für sie
gilt nach Satz 8.24

|δA|
.
<
= epsF (A)‖A‖.

In der StörungδA′ steckt der Rundungsfehlereinfluss beim Lösen der Dreieckssy-
steme. Für sie ergibt sich elementweise

δa′ij =
min{i,j}

∑
k=1

[
`ikδukj + δ`ik(ukj + δukj)

]
|δa′ij| =

∣∣∣∣∣min{i,j}

∑
k=1

[
`ikδukj + δ`ik(ukj + δukj)

]∣∣∣∣∣
.
<
=

min{i,j}

∑
k=1

[
|`ik| |δukj|+ |δ`ik|(|ukj|+ |δukj|)

]
Wendet man die Abschätzungen aus den Sätzen 8.25 und 8.26 an, so folgt

|δa′ij|
.
<
= eps

min{i,j}

∑
k=1

[
(n− j +1)|`ik| |ukj|+k|`ik|(|ukj|+(n− j +1)eps|ukj|)

]
.
<
= eps

min{i,j}

∑
k=1

|`ik| |ukj| [n− j +1+k +k(n− j +1)eps]

.
<
= eps

min{i,j}

∑
k=1

|`ik| |ukj|(n− j +1+k).
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Wegenk <
= min{i, j} <

= j gilt n− j +1+k <
= n+1. Damit ergibt sich

|δa′ij|
.
<
= eps(n+1)

min{i,j}

∑
k=1

|`ik| |ukj|.

Analog zu Gleichung 8.6 gilt für

`ikukj = `ika
(k−1)
kj

die Abschätzung

|`ik| |ukj|
.
<
= |a(k)

ij |+ |a
(k−1)
ij |.

Damit erhalten wir

|δa′ij|
.
<
= eps(n+1)

[
min{i,j}

∑
k=1

|a(k)
ij |+

min{i,j}

∑
k=1

|a(k−1)
ij |

]
.
<
= eps(n+1)

[
|a(0)

ij |+
min{i,j}

∑
k=1

|a(k)
ij |+

min{i,j}−1

∑
k=1

|a(k)
ij |

]
.
<
= eps(n+1)

[
|a(0)

ij |+2
min{i,j}

∑
k=1

|a(k)
ij |

]
.

In Matrixschreibweise gilt

|δA′|
.
<
= eps(n+1)

[
|A|+2

n−1

∑
k=1

(
O O

O |M (k)|

)]
,

und bezüglich einer absoluten und monotonen Matrixnorm

‖δA′‖
.
<
= eps(n+1)

(
‖A‖+2

n−1

∑
k=1

‖M (k)‖

)
.

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen.

8.27. Satz:Der GAUSSsche Algorithmus sei für eine(n,n)-Matrix A durchführbar.
x̄ ∈ Rn sei die berechnete Lösung des GleichungssystemsAx = b. Dann existiert
eine StörungδA, so dassx̄ exakte Lösung des gestörten Systems

(A+δA)x̄ = b
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ist. Für die StörungδA gilt

δA = δA+δA′,

wobeiδA den Rundungsfehleranteil derLU -Zerlegung undδA′ den Rundungsfeh-
leranteil beim Lösen der Dreieckssysteme beschreibt. Es gelten die Abschätzungen

‖δA‖ <
= epsF (A)‖A‖

mit

F (A) .= 1+3
n−1

∑
k=1

‖M (k)‖
‖A‖

und

‖δA′‖ <
= epsF ′(A)‖A‖

mit

F ′(A) .= (n+1)

(
1+2

n−1

∑
k=1

‖M (k)‖
‖A‖

)
.
<
= (n+1)F (A).

Insgesamt gilt

‖δA‖ <
= epsF̄ (A)‖A‖

mit

F̄ (A) .= (n+2)F (A).

Für die Durchführbarkeit des Algorithmus ist

epscond(A)F (A) < 1

hinreichend.

Betrachten wir nun noch den erzeugten Rundungsfehlerδx = x̄−x. Für ihn gilt

Aδx = Ax̄−Ax = (A+δA−δA)x̄−b = (A+δA)x̄−δAx̄−b

= −δAx̄ δx =−A−1δAx̄.

Damit folgt

‖δx‖ <
= ‖A−1‖‖δA‖‖x̄‖= κ‖x̄‖
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mit κ = ‖A−1‖‖δA‖. Fürκ < 1 istA+δA regulär. Dann ergibt sich

(A+δA)δx = (A+δA)x̄− (A+δA)x = b−Ax−δAx

= −δAx, δx =−(A+δA)−1δAx

und weiter

‖δx‖= ‖(A+δA)−1‖‖δA‖‖x‖ <
=
‖A−1‖
1−κ

‖δA‖‖x‖=
κ

1−κ
‖x‖.

Bemerkung: Im allgemeinen sind die Schätzungen für den Rundungsfehlereinfluss
beim Lösen der Dreieckssysteme zu pessimistisch. Der erzeugte Rundungsfehler ist
oft wesentlich kleiner als die Schranke‖A−1‖‖δA‖‖x̄‖. Praktische Erfahrungen
zeigen, dass die Konstante in Satz 8.27 durch

F̄ ≈
{

F, falls cond(A) groß
nF, falls cond(A) klein

ersetzbar ist.

8.2.3. Pivotisierung und Skalierung

Im Schritt Pivotsucheder LU -Zerlegung wurde gesichert, dass das Pivotelement
ai∗j von Null verschieden ist. Um ein günstiges Fehlerverhalten zu realisieren, ist
es nach Satz 8.24 notwendig, die Normen der MatrizenM (i) möglichst klein zu
halten. Dies lässt sich durch geschickte Wahl des Pivotelements erreichen. Es gibt im
wesentlichen drei Varianten. Dabei müsste der SchrittPivotsucheim Algorithmus
zurLU -Zerlegung in folgender Weise abgeändert werden.

• Spaltenpivotisierung:
Bestimme einen Indexi∗ ∈ {j, . . . ,n}, so dass die Ungleichung|ai∗j| >= |aij|
für alle i ∈ {j, . . . ,n} gilt.
Als Pivotelement wird das betragsgrößte Element der Restspaltej genommen.

• Zeilenpivotisierung:
Bestimme einen Indexj∗ ∈ {j, . . . ,n}, so dass die Ungleichung|ajj∗| >= |ajk|
für allek ∈ {j, . . . ,n} gilt.
Als Pivotelement wird das betragsgrößte Element der Restzeilej genommen.
Danach erfolgt ein Tausch der Spaltenj undj∗, der sich in einem zusätzlichen
Permutationsvektor zu merken ist.

• Totalpivotisierung:
Bestimme Indizesi∗, j∗ ∈ {j, . . . ,n}, so dass die Ungleichung|ai∗j∗| >= |aik| für
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alle i,k ∈ {j, . . . ,n} gilt.
Als Pivotelement wird das betragsgrößte Element der Restmatrix genommen.
Hier ist ein Zeilen- und ein Spaltentausch vorzunehmen.

Für einen Zerlegungsalgorithmus mit Spaltenpivotisierung wollen wir die Normen
der RestmatrizenM (k) abschätzen. Dazu betrachten wir wieder einen Transforma-
tionsschrittA(k−1) −→A(k). Es gilt

a
(k)
ij = â

(k−1)
ij − l̂

(k−1)
ik â

(k−1)
kj , i, j = k +1, . . . ,n

mit

l̂
(k−1)
ik =

â
(k−1)
ik

â
(k−1)
kk

.

Mit â
(k−1)
ij bezeichnen wir die Elemente der Matrix̂A

(k)
= T s(k)kA

(k). Da bei der

Spaltenpivotisierung das Pivotelement ˆa
(k−1)
kk als betragsgrößtes der Restspalte ge-

wählt wird, gilt

|l̂(k−1)
ik | <= 1, i = k +1, . . . ,n.

Damit folgt∣∣∣a(k)
ij

∣∣∣ <
=

∣∣∣â(k−1)
ij − l̂

(k−1)
ik â

(k−1)
kj

∣∣∣ <
=

∣∣∣â(k−1)
ij

∣∣∣+ ∣∣∣â(k−1)
kj

∣∣∣ i, j = k +1, . . . ,n.

Nun lässt sich die∞-Norm (Zeilensummennorm) vonM (k) abschätzen. Wir erhal-
ten:

‖M (k)‖∞ = max
i=k+1,...,n

{
n

∑
j=k+1

∣∣∣a(k)
ij

∣∣∣}
<
= max

i=k+1,...,n

{
n

∑
j=k+1

(∣∣∣â(k−1)
ij

∣∣∣+ ∣∣∣â(k−1)
kj

∣∣∣)}
<
= max

i=k,...,n

{
n

∑
j=k

∣∣∣â(k−1)
ij

∣∣∣+ n

∑
j=k

∣∣∣â(k−1)
kj

∣∣∣}

= max
i=k,...,n

{
n

∑
j=k

∣∣∣a(k−1)
ij

∣∣∣+ n

∑
j=k

∣∣∣a(k−1)
s(k)j

∣∣∣}

= ‖M (k−1)‖∞+
n

∑
j=k

∣∣∣a(k−1)
s(k)j

∣∣∣ <
= 2‖M (k−1)‖∞.
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Durch fortlaufende Anwendung der letzten Ungleichung erhält man

‖M (k)‖∞ <
= 2‖M (k−1)‖∞ <

= 4‖M (k−2)‖∞ <
= · · · <

= 2k‖M (0)‖∞ = 2k‖A‖∞.

Mit Satz 8.24 folgt dann

‖δA‖∞ <
= epsF (A)‖A‖∞

mit

F (A) = 1+3
n−1

∑
i=1

‖M (i)‖∞
‖A‖∞

<
= 1+3

n−1

∑
i=1

2i

= 1+3(2n−2) = 3·2n−5 <
= 3·2n.

Analog erhält man für die Zeilenpivotisierung bezüglich der 1-Norm (Spaltensum-
mennorm) die Abschätzung

‖δA‖1 <
= epsF (A)‖A‖1

mit F (A) <
= 3·2n.

Diese Fehlerschranken sind im allgemeinen zu pessimistisch. Für die meisten prak-
tisch auftretenden Gleichungssysteme gilt im Falle der Spalten- oder Zeilenpivoti-
sierungF (A) <

= 10n. Damit reicht die Spaltenpivotisierung für die meisten Fälle zur
Stabilisierung des GAUSSschen Algorithmus aus.
Im Falle der der Totalpivotisierung erhält man

F (A) <
= 1.8·n2+ln/4.

Für praktisch auftretende Systeme liegt hierF (A) in der Größenordnung von 1. Da
aber der Aufwand an Vergleichsoperationen bei der Totalpivotisierung den entspre-
chenden Aufwand bei der Spalten- oder Zeilenpivotisierung bei weitem übersteigt
(n3/3←→ n2/2), verwendet man normalerweise nur die Spaltenpivotisierung.

8.28. Beispiel:Wir betrachten das GleichungssystemAx = b mit

A =
(

0.005 1.000
1.000 1.000

)
, b =

(
0.5
1.0

)
.

Die exakte Lösung lautet

x =

 500
995

495
995

=
(

0.503...
0.497...

)
.
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Auf einem Rechner mit dem MaschinenzahlbereichM(10,2, ., .) erhält man ohne
Pivotisierung

A =⇒
(

1 0
200 1

)(
0.005 1
0 −200

)
= LU.

Vorwärtselimination und Rücksubstitution liefern

Ly = b =⇒ y =
(

0.5
−99

)
und

Ux̂ = y =⇒ x̂ =
(

0
0.5

)
.

Mit Spaltenpivotisierung würde das Elementa21 als Pivotelement gewählt werden.
Mit der Permutationsmatrix

P =
(

0 1
1 0

)
ergibt sich

PA =⇒
(

1 0
0.005 1

)(
1 1
0 1

)
= L̄ Ū.

Als Lösung erhalten wir:

L̄ ȳ = P Tb =⇒ ȳ =
(

1
0.5

)
und

Ūx̄ = ȳ =⇒ x̄ =
(

0.5
0.5

)
.

Die zweite Lösung ist im Rahmen der Maschinengenauigkeit exakt. Den beiden Zer-
legungsvarianten entsprechen folgende Störungen in der Matrix:

δA = A−LU =
(

0 0
0 1

)
, ‖δA‖= 1

und

δĀ = A−P T L̄ Ū =
(

0 0.005
0 0

)
, ‖δĀ‖= 0.005.
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Multipliziert man im ursprünglichen Gleichungssystem die zweite Gleichung mit
200, so erhält man das äquivalente System

Ãx = b̃

mit

Ã =
(

1 200
1 1

)
, b̃ =

(
100

1

)
.

Wendet man auf die MatrixÃ den Algorithmus zurLU -Zerlegung mit Spaltenpi-
votisierung an, so würde kein Spaltentausch erfolgen. Das Element ˜a11 = 1 wird
als Pivotelement akzeptiert. Im MaschinenzahlbereichM(10,2, ., .) erhält man die
Dreiecksfaktoren

L̃ =
(

1 0
1 1

)
, Ũ =

(
1 200
0 −200

)
.

Für die Dreieckssysteme werden dann folgende Lösungen berechnet

L̃ ỹ = b̃ =⇒ ỹ =
(

100
−99

)
und

Ũx̃ = ỹ =⇒ x̃ =
(

0
0.5

)
.

Das ist dieselbe schlechte Lösung wie beim ursprünglichen System ohne Pivotisie-
rung. Als entsprechende Störung der Matrix ergibt sich wieder

δÃ = Ã− L̃ Ũ =
(

0 0
0 1

)
.

♥

Wie das Beispiel zeigte, lässt sich jedes Nichtnullelement der aktuellen Spalte durch
Skalierung (Multiplikation der entsprechenden Zeile mit einer hinreichend großen
Konstanten) zum betragsgrößten Element machen. Damit ist die einfache Pivotisie-
rung ohne Berücksichtigung der Gesamtmatrix fraglich. Die Spaltenpivotisierung
sichert, dass das Verhältnis der Normen‖M (k)‖∞ zu ‖M (k−1)‖∞ nicht größer als
2 wird. Damit gilt die Abschätzung

‖M (k)‖∞ <
= 2k‖A‖∞.
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Die Rückwärtsanalyse derLU -Zerlegung lieferte die Aussage, dass die berechneten
FaktorenL undU exakte Dreiecksfaktoren der gestörten MatrixA+δA sind. Die
Störung genügte dabei der Abschätzung

‖δA‖∞ <
= epsF (A)‖A‖∞

mit

F (A) = 1+3
n−1

∑
k=1

‖M (k)‖∞
‖A‖∞

.

Für den gesamten erzeugten Rundungsfehler beim Lösen eines Gleichungssystems
mittelsLU -Zerlegung erhielten wir

‖δx‖∞ <
=

epsF̄ (A)cond∞(A)
1−epsF̄ (A)cond∞(A)

‖x‖∞

mit F̄ (A) = (n+2)F (A). Die FehlerkonstanteF (A) lässt sich mittels Spaltenpivo-
tisierung klein halten. Durch Skalierung, also Übergang zu einer MatrixÃ = DA,
wobeiD eine Diagonalmatrix ist, kann aber‖Ã‖∞ so vergrößert werden, dass der
Effekt der Pivotisierung zunichte gemacht wird. Wir wollen darum versuchen, durch
geeignete Skalierung die Norm der Matrix zu verkleinern. Bezüglich der∞-Norm
lässt sich eine optimale Skalierung angeben.

8.29. Satz:Für die reguläre(n,n)-Matrix A sei die DiagonalmatrixD wie folgt
definiert.

D = diag(d1, . . . ,dn)

mit

di =
‖A‖∞

∑n
j=1 |aij|

, i = 1, . . . ,n.

Dann gilt für die MatrixÃ = DA

1.

‖Ã‖∞ = ‖A‖∞,

2.

‖A−1‖∞
‖D‖∞

<
= ‖Ã−1‖∞ <

= ‖A−1‖∞,
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3.

cond∞(A)
‖D‖∞

<
= cond∞(Ã) <

= cond∞(A).

Beweis:Siehe Übungsaufgabe 19. �

Für die Skalierung aus Satz 8.29 gilt

n

∑
j=1
|ãij|= ‖A‖∞, i = 1, . . . ,n.

Die Betragssummennorm aller Zeilen vonÃ sind also gleich. Eine Matrix mit dieser
Eigenschaft bezeichnen wir alszeilenäquilibriert . Der nächste Satz zeigt, dass ge-
rade die zeilenäquilibrierten Matrizen die bezüglich der∞-Norm optimal skalierten
sind.

8.30. Satz:Unter allen durch Zeilenskalierung aus einer(n,n)-Matrix A hervor-
gegangenen MatrizeñA = DA hat jede zeilenäquilibrierte die kleinste Kondition
bezüglich der∞-Norm.

Beweis:Die SkalierungsmatrixD aus Satz 8.29 erzeugt gerade aus der MatrixA
eine zeilenäquilibrierte Matrix̃A. Es sei nunD̄ eine weitere Diagonalmatrix, für die
ebenfalls‖Ā‖∞= ‖D̄A‖∞= ‖A‖∞ gilt. (Wegen cond(αA) = ‖αA‖‖(αA]−1‖=
|α|‖A‖ 1

|α|‖A
−1‖ = cond(A) genügt es, nur Skalierungen mit‖D̄A‖ = ‖A‖ zu

betrachten.) Es sei weiterhin̄D >
= O. Dann gilt

‖D̄A‖∞ = max
i=1,...,n

{
d̄i

n

∑
j=1
|aij|

}
= ‖A‖∞.

Damit folgt

d̄i
<
=
‖A‖∞

∑n
j=1 |aij|

= di, i = 1, . . . ,n,

und es gilt

‖Ã−1‖∞ = ‖(DA)−1‖∞ = ‖A−1D−1‖∞ = ‖A−1D̄
−1

D̄D−1‖∞
<
= ‖(D̄A)−1‖∞‖D̄D−1‖∞ = ‖Ā−1‖∞ max

i=1,...,n

{
d̄i

di

}
<
= ‖Ā−1‖∞.

Wegen‖Ã‖∞ = ‖Ā‖∞ folgt daraus sofort cond(Ã) <
= cond(Ā). �
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Eine Zeilenäquilibrierung mit Spaltenpivotisierung führt daher zu einer Verkleine-
rung der Fehlerschranke

epsF̄ (A)cond∞(A)
1−epsF̄ (A)cond∞(A)

‖x‖∞

und damit zu einer Verkleinerung des Rundungsfehlers.

8.31.LU -Zerlegung mit Spaltenpivotisierung, fiktivem Zeilentausch und fikti-
ver Skalierung:
Es ist die reguläre MatrixA in ein ProduktPA = LU mit einer Permutationsmatrix
P , einer unteren EinsdreiecksmatrixL und einer oberen DreiecksmatrixU zu zerle-
gen. Die PermutationsmatrixP sei dabei auf einem Feldp der Längen gespeichert.

{Initialisierung}
Wähle eine Genauigkeitsschrankeε > 0.
for i = 1 to n do

p(i) = i; di = 0
for j = 1 to n do

di = di + |aij|
endfor

endfor
{LU -Zerlegung}
for j = 1 to n−1 do

{Pivotsuche}
piv = 0
for k = j to n do

if dj|akj|> piv then
piv = dj|akj|
i∗ = k

endif
endfor
if piv <

= ε then
STOPP

endif
{Fiktiver Zeilentausch}
if i∗ 6= j then

pp = p(i∗); p(i∗) = p(j); p(j) = pp
endif
{Transformation der Restmatrix}
for i = j +1 to n do

ap(i),j = ap(i),j/ap(j),j
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for k = j +1 to n do
ap(i),k = ap(i),k−ap(i),j ·ap(j),k

endfor
endfor

endfor
Aufwand:∼n3/3 Additionen/Multiplikationen

8.32. Beispiel:Wir betrachten wieder das GleichungssystemAx = b mit

A =
(

0.005 1.000
1.000 1.000

)
, b =

(
0.5
1.0

)
.

Für die MatrixA ergibt sich die Skalierungsmatrix

D =

(
2

1.005 0

0 1

)

und damit das zeilenäquilibrierte System

Ã = DAx =

(
0.01
1.005

2
1.005

1 1

)(
x1
x2

)
=

(
1

1.005

1

)
= Db = b̃.

Spaltenpivotisierung führt für dieses System zur Wahl von ˜a21 = 1 als Pivotelement
genau wie beim Beispiel 8.28 mit Spaltenpivotisierung. ♥

Führt man die Skalierung explizit durch (n2 Multiplikationen), so treten zusätzliche
Rundungsfehler auf. Eigentlich benötigt man die Skalierungsfaktoren aber nur zur
Festlegung des jeweiligen Pivotelements. Wir suchen dann bei der Spaltenpivotisie-
rung nicht nach dem betragsgrößten Element der Restspaltej, sondern nach dem
Element, für dasdi|aij| am größten ist. Diese Vorgehensweise nennt manfiktive
Skalierung. Im obigen Algorithmus ist dies dargestellt.
Meist sind die Eingabedaten (Matrix, rechte Seite) fehlerbehaftet. Der Einfluss dieser
Datenfehler übersteigt dabei oft den erzeugten Rundungsfehler. In diesem Falle ist es
nicht so wichtig, den Rundungsfehler zu minimieren. Vielmehr ist der Einfluss des
Datenfehler genau abzuschätzen. Es sei also die MatrixA mit dem Datenfehlerδ0A
und die rechte Seiteb mit dem Fehlervektorδ0b belastet. Dann gilt die Abschätzung

‖δx‖ <
=

‖A−1‖
1−‖A−1‖‖δ0A‖

(‖δ0A‖‖x‖+‖δ0b‖) .
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8.33. Beispiel:Es sei

A =

 1.00 0.50 0.00
0.97 0.48 0.00
0.75 0.00 −0.75

 , δ0A = O,

b =

 3.50
3.37
−6.75

 , δ0b = 10−3

 1
1

75

 .

Es folgt

A−1 =

 −96 100 0
194 −200 0

−96 100 − 4
3

 , x =

 1
5

10

 , δx = 10−3

 4
−6
−96


mit ‖δx‖∞ = 0.096. Die obige Abschätzung liefert aber

‖δx‖∞ <
= ‖A−1‖∞‖δ0b‖∞ = 394·75·10−3 = 29.55.

Diese Abschätzung ist zu pessimistisch. Multiplizieren wir nun die letzte Gleichung
in dem System mit175, so erhalten wir

Ā =

 1.00 0.50 0.00
0.97 0.48 0.00
0.01 0.00 −0.01

 , δ0Ā = O,

b̄ =

 3.50
3.37
−0.09

 , δ0b̄ = 10−3

 1
1
1

 ,

Ā
−1 =

 −96 100 0
194 −200 0
−96 100 −100

 , x̄ = x, δx̄ = δx.

Hier liefert die Fehlerschätzung

‖δx̄‖∞ <
= ‖δĀ

−1‖∞‖δ0b̄‖∞ = 394·10−3 = 0.394.

Diese Abschätzung liegt in der Größenordnung des wahren Fehlers. ♥

Das Verhalten, das im letzten Beispiel geschildert wurde, ist auch im allgemeinen
gültig. Durch Äquilibrierung des Fehlervektors der rechten Seite erreicht man rea-
listischere Fehlerabschätzungen. Gleiches gilt bezüglich einer Zeilenäquilibrierung
des Fehlers der Koeffizientenmatrix. Damit ergeben sich folgende Skalierungsregeln:
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R1 Sind die Eingabedaten nicht fehlerbehaftet (δ0A = O undδ0b = o) skaliere
so, dass die Matrix zeilenäquilibriert wird:

di =
‖A‖∞

∑n
j=1 |aij|

, i = 1, . . . ,n.

R2 Ist die rechte Seite fehlerbehaftet mit|δ0b| <= ∆b und die Matrix exakt bzw.
‖δ0A‖� ‖∆b‖ skaliere so, dass der Fehlervektor∆b äquilibriert wird:

di =
maxj=1,...,n{∆bj}

∆bi
=
‖∆b‖∞

∆bi
, i = 1, . . . ,n.

R3 Ist die Matrix fehlerbehaftet mit|δ0A| <= ∆A und die rechte Seite exakt bzw.
‖δ0b‖� ‖∆A‖ skaliere so, dass die Fehlermatrix∆A zeilenäquilibriert wird:

di =
‖δ0A‖∞

∑n
j=1 |∆aij|

, i = 1, . . . ,n.

R4 Sind sowohl die rechte Seite als auch die Matrix fehlerbehaftet mit|δ0b| <= ∆b
und|δ0A| <= ∆A skaliere so, dass der Fehlervektor

∆z = ∆A|x|+∆b

äquilibriert wird:

di =
maxj=1,...,n{∆zj}

∆zi
=
‖∆z‖∞

∆zi
, i = 1, . . . ,n.

Bemerkung: Zum Berechnen der Skalierungsfaktoren in RegelR4 ist die Kenntnis
der Lösungx notwendig. Darum wenden wir einen zweistufigen Prozess an.

S1 Skaliere mitR1 und berechne Lösungx.

S2 Berechne∆z undD nachR4 und schätze‖δx‖∞ gemäß

‖δx‖∞ <
=

‖A−1D−1‖∞
1−‖A−1D−1‖∞‖D∆A‖∞

‖∆z‖∞.
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8.2.4. Symmetrische Matrizen

Die gesamte Information einer symmetrischen Matrix ist auf dem oberen (unteren)
Dreieck der Matrix einschließlich der Diagonalen enthalten. Man benötigt so ge-
genüber einer unsymmetrischen Matrix nur etwa den halben Speicherplatz. Beim
Lösen von Gleichungssystemen mit symmetrischen Koeffizientenmatrizen lässt sich
der Rechenaufwand ebenfalls halbieren. Eine hinreichende Bedingung liefert der fol-
gende Satz.

8.34. Satz:Der GAUSSsche Algorithmus sei für die symmetrische(n,n)-Matrix A
ohne Pivotisierung durchführbar. Dann gilt

A = LU = LDLT

mit D = diag(u11, . . . ,unn).

Beweis:Es ist zu zeigen, dassU = DLT gilt. Es seiR = D−1U . Dann istR obere
Einsdreiecksmatrix, und es giltA = LDR. Aus der Symmetrie vonA folgt

LDR = (LDR)T = RTDLT .

Daraus erhält man(
RT
)−1

LD = DLTR−1.

Auf der linken Seite der Gleichung steht eine untere Dreiecksmatrix mit den Diago-
nalelementend1, . . . ,dn. Auf der rechten Seite steht eine obere Dreiecksmatrix mit
den Diagonalelementend1, . . . ,dn. Das ist aber nur möglich, fallsDLTR−1 = D
ist. Damit folgt dannLT = R. �

Erhält man eine Zerlegung der FormA = LDLT , so war offensichtlich dieLU -
Zerlegung ohne Pivotisierung durchführbar. Damit ist die Bedingung auch notwen-
dig. Eine Pivotisierung würde im allgemeinen die Symmetrie der Matrix zerstören.
Denkbar ist nur eine Diagonalpivotisierung, also ein simultaner Zeilen- und Spalten-
tausch. Dabei werden nur Diagonalelemente als Pivotelemente ausgewählt.
Wir wollen nun zeigen, dass dieLDLT -Zerlegung einer symmetrischen Matrix et-
wa nur halb soviel Rechenoperationen erfordert wie dieLU -Zerlegung. In Übungs-
aufgabe 15 wird gezeigt, dass alle RestmatrizenM (k) bei derLU -Zerlegung einer
symmetrischen Matrix ebenfalls symmetrisch sind, falls ohne Pivotisierung gearbei-
tet wird. WegenU = DLT dürfen die Elementelij auf dem oberen Dreieck von
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A gespeichert werden. Mit den Elementen vonD werden die entsprechenden Dia-
gonalelemente vonA überschrieben. Somit ergibt sich nachk Schritten folgende
Situation:

A(k) =



d1 l21 · · · lk1 lk+1,1 · · · ln1

d2
... lk2 lk+1,2 ln2
... ... ... ... ...

dk lk+1,k · · · lnk

a
(k)
k+1,k+1 · · · a

(k)
k+1,n

... ...

a
(k)
nn


.

(Dabei ist in der Abbildung nur das obere Dreieck der aktuellen Iterationsmatrix
angegeben.) Im nächsten Transformationsschritt wird folgendes berechnet:

dk+1 = a
(k)
k+1,k+1 (falls a

(k)
k+1,k+1 6= 0),

li,k+1 =
a

(k)
k+1,i

dk+1
, i = k +2, . . . ,n,

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij − li,k+1a

(k)
k+1,j, i = k +2, . . . ,n, j = i, . . . ,n.

Wir erhalten den folgenden Algorithmus.

8.35.LDLT -Zerlegung:
Es ist die reguläre symmetrische MatrixA in ein ProduktA = LDLT mit einer
unteren EinsdreiecksmatrixL und einer DiagonalmatrixD zu zerlegen. Von der
Matrix A ist nur das obere Dreieck einschließlich der Diagonalen gespeichert.

{Initialisierung}
Wähle Genauigkeitsschrankeε > 0.
{(LDLT -Zerlegung)}
for k = 1 to n−1 do

if |akk| <= ε then
STOPP

endif
{Transformation der Restmatrix}
for i = k +1 to n do

l = aki/akk

for j = i to n do
aij = aij− l ·akj

endfor
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aki = l
endfor

endfor
Aufwand:∼n3/6 Additionen/Multiplikationen

Ist von einer symmetrischen Matrix eineLDLT -Zerlegung bekannt, so löst man ein
lineares Gleichungssystem in drei Schritten:

Ly = b, Dz = y, LTx = z.

Man erhält folgenden Algorithmus.

8.36. Lösen eines linearen Gleichungssystems bei bekannterLDLT -Zerlegung:

Es ist das lineare GleichungssystemAx = b mit der regulären symmetrischen Matrix
A zu lösen. Von der MatrixA sei eine Zerlegung der FormA = LDLT mit einer
unteren EinsdreiecksmatrixL und einer DiagonalmatrixD bekannt. Dabei ist die
Matrix LT auf dem oberen Dreieck der MatrixA und die DiagonalmatrixD auf der
Diagonale der MatrixA gespeichert.

{Ly = b}
{b wird mit y überschrieben.}
for k = 1 to n−1 do

for i = k +1 to n do
bi = bi−aki · bk

endfor
endfor
{Dz = y}
{y steht auf dem Speicherplatz vonb und wird mitz überschrieben.}
for i = 1 to n do

bi = bi/aii

endfor
{LTx = z}
{z steht auf dem Speicherplatz vonb und wird mitx überschrieben.}
for k = n to 2 step−1 do

for i = 1 to k−1 do
bi = bi−aik · bk

endfor
endfor

Aufwand:∼n2 Additionen/Multiplikationen

Es bleibt die Frage zu klären, für welche Matrizen eineLDLT -Zerlegung möglich
ist. In Satz 8.34 hatten wir gesehen, dass das genau dann der Fall ist, wenn der
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GAUSSsche Algorithmus ohne Pivotisierung durchführbar ist. Eine Klasse von Ma-
trizen, für die dies zutrifft sind die sogenannten diagonaldominanten Matrizen.
Eine symmetrische(n,n)-Matrix A heißtstreng diagonaldominant, falls

|aii|>
n

∑
j=1
j 6=i

|aij|

für i = 1, . . . ,n gilt. Bemerkung: Im unsymmetrischen Falle gilt analog:Strenge
Zeilendiagonal- dominanzbzw.Strenge Spaltendiagonaldominanz, falls

|aii|>
n

∑
j=1
j 6=i

|aij|, i = 1, . . . ,n

bzw.

|aii|>
n

∑
j=1
j 6=i

|aji|, i = 1, . . . ,n

gilt.

8.37. Satz:Für streng diagonaldominante symmetrische MatrizenA ist dieLDLT -
Zerlegung durchführbar. Die berechneten FaktorenL und D sind exakte Faktoren
der Zerlegung einer gestörten Matrix

A+δA = LDLT .

Die StörungδA genügt der Abschätzung

‖δA‖∞ <
= epsF (A)‖A‖∞

mit F (A) = 1+3(n−1)≈ 3n.

Beweis:In den Übungsaufgaben 15 und 16 wird gezeigt, dass die Symmetrie und die
Diagonaldominanz bei einem Transformationsschritt erhalten bleiben. Die Diagonal-
dominanz wird sogar verstärkt. Damit ist der gesamte Algorithmus durchführbar. Es
gilt nach Übungsaufgabe 16

‖M (n−1)‖∞ <
= ‖M (n−2)‖∞ <

= · · · <
= ‖M (1)‖∞ <

= ‖M (0)‖∞ = ‖A‖∞.

Mit Satz 8.27 folgt dann sofort die Existenz einer StörungδA mit A+δA = LDLT

und‖δA‖∞ <
= eps(1+3(n−1))‖A‖∞. �
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Bemerkung: Die Abschätzung

‖δA‖∞ <
= eps(1+3(n−1))‖A‖∞

gilt auch für dieLU -Zerlegung einer zeilendiagonaldominanten unsymmetrischen
Matrix.
Eine weitere Klasse von Matrizen, für die der GAUSSsche Algorithmus ohne Pivoti-
sierung durchführbar ist, ist die Klasse der positiv definiten Matrizen.
Eine symmetrische MatrixA heißtpositiv definit, falls für alle Vektorenx ∈ Rn

mit x 6= o xTAx > 0 gilt. Gilt für alle Vektorenx ∈ Rn mit x 6= o xTAx < 0,
so heißtA negativ definit, in den übrigen Fällenindefinit . Wir zeigen zunächst die
Durchführbarkeit derLDLT -Zerlegung für positiv definite Matrizen.

8.38. Satz:Für jede symmetrische, positiv definite MatrixA ist die LDLT -Zerle-
gung durchführbar. Man erhält eine Diagonalmatrix

D = diag(d1, . . . ,dn), di > 0, i = 1, . . . ,n.

Beweis:Wir beweisen den Satz mittels Induktion über die Dimensionn der Matrix.
Fürn = 1 ist die Behauptung offensichtlich richtig.
Wir nehmen an, dass jede symmetrische, positiv definite MatrixA ∈ Rk×k in der
Form A = LDLT mit D >

= O zerlegbar ist. Nun betrachten wir eine Matrix̄A ∈
R(k+1)×(k+1). Diese Matrix sei folgendermaßen partitioniert:

Ā =
(

A b

bT α

)
, A ∈ Rk×k.

Mit einem beliebigen Vektorx ∈ Rn, x 6= o folgt

0 < (xT ,0)Ā
(

x
0

)
= (xT ,0)

(
A b

bT α

)(
x
0

)
= xTAx.

Damit ist die MatrixA ebenfalls positiv definit, und es existiert wegen der Voraus-
setzung eine ZerlegungA = LDLT . Wir erhalten

Ā =
(

LDLT b

bT α

)
.

Nun machen wir für die Faktoren der Zerlegung von̄A den Ansatz

L̄ =
(

L
cT 1

)
, D̄ =

(
D

d

)
.
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Es folgt

L̄D̄L̄
T =

(
L
cT 1

)(
D

d

)(
LT c

1

)
=
(

LDLT LDc

cTDLT cTDc+d

)
=
(

LDLT b

bT α

)
.

Daraus erhalten wir

c = D−1L−1b

und

d = α−bT
(
L−1

)T
D−1L−1b = α−bTA−1b.

Aus der Regularität vonD undL folgt sofort die Existenz vonc. Es bleibt dann nur
noch die Positivität vond zu zeigen. Dazu seiy ∈Rk+1 die Lösung des Gleichungs-
systemsL̄T

y = ek+1. Dann folgt aus der positiven Definitheit von̄A

0 < yT Āy = yT L̄D̄L̄
T
y = eT

k+1D̄ek+1 = d.

�

Ohne Beweis seien die Ergebnisse der Rundungsfehleranalyse derLDLT -Zerlegung
einer symmetrischen, positiv definiten Matrix angegeben.

8.39. Satz:Die LDLT -Zerlegung ist für die symmetrische, positiv definite MatrixA
auf einem realen Rechner mitdi > 0, i = 1, . . . ,n, durchführbar, falls

epsF‖A−1‖2‖A‖F <
=

1
2

mit F = n+2ln(n/2)≈ n gilt.
Zu den berechneten FaktorenL undD existiert eine symmetrische StörungδA mit

A+δA = LDLT .

Die Störung genügt der Abschätzung

‖δA‖F <
= epsF‖A‖F .
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Die zub ∈ Rn berechnete Lösunḡx ist exakte Lösung des gestörten Problems

(A+δA)x = b

mit der symmetrischen StörungδA, die der Abschätzung

‖δA‖p <
= epsF̄‖A‖p

mit

F̄ =

 2n3/2+F ≈ 2n3/2 für p = F

n3/2+n+n1/2F ≈ 2n3/2 für p = 2

genügt.

Für positiv definite Matrizen lässt sich auch eine Zerlegung der FormA = L̂L̂
T

mit
einer unteren Dreiecksmatrix̂L angeben. Ein Vergleich mit derLDLT -Zerlegung
zeigt, dass dann̂L = LD1/2 mit

D1/2 = diag
(√

d1, . . . ,
√

dn

)
gilt. Diese Zerlegung wird als CHOLESKY-Zerlegungbezeichnet.

8.40.CHOLESKY-Zerlegung:
Es ist die symmetrische, positiv definite MatrixA in ein ProduktA = L̂L̂

T
mit einer

unteren Dreiecksmatrix̂L zu zerlegen. Von der MatrixA sind nur das untere Dreieck
und die Diagonale gespeichert.

{Initialisierung}
Wähle Genauigkeitsschrankeε > 0.
{Zerlegung}
for k = 1 to n do

if akk
<
= ε then

STOPP
endif
akk =

√
akk

{Transformation der Restmatrix}
for i = k +1 to n do

aik = aik/akk

endfor
for i = k +1 to n do

for j = i to n do
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aij = aij− l ·ajk

endfor
endfor

endfor
Aufwand:∼n3/6 Additionen/Multiplikationen +n Wurzeln

Das Lösen eines GleichungssystemsAx = b erfolgt dann in zwei Schritten:

L̂y = b, L̂
T
x = y.

Für die Rundungsfehleranalyse der CHOLESKY-Zerlegung gelten alle Aussagen von
Satz 8.39 mitF = n+1+ 1

2 lnn. Für großesn gilt wiederF ≈ n undF̄ ≈ 2n3/2.
Die LDLT -Zerlegung ist nicht für alle regulären symmetrischen Matrizen durch-
führbar, auch nicht falls man Diagonalpivotisierung zulässt.

8.41. Beispiel:Für die Matrix

A =

 0 1 2
1 0 1
2 1 0


existiert keineLDLT -Zerlegung. ♥

Für derartige Matrizen existieren aber sogenannte Blockfaktorisierungen der Form

PAP T = LDLT

mit

L =


I1

G21 I2 O
... ... ...

Gl1 Gl2 · · · I l

 , D =


D1

D2
...

Dl

 .

Die Dimension der DiagonalblöckeIi bzw. Di beträgt jeweils 1 oder 2. Für diese
Blockzerlegungen existieren auch Pivotstrategien, die die Stabilität der Algorithmen
verbessern.

8.2.5. Orthogonalisierungsverfahren

Lösen wir ein lineares GleichungssystemAx = b mittels einerLU -Zerlegung von
A, so gilt

Ly = P Tb, Ux = y.
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Für den Einfluss von Fehlern inA, b, L, U undy gelten die Abschätzungen

‖δx‖
‖x‖

.
<
= cond(A)

[
‖δA‖
‖A‖

+
‖δb‖
‖b‖

]
bzw.

‖δy‖
‖y‖

.
<
= cond(L)

[
‖δL‖
‖L‖

+
‖δb‖
‖b‖

]
,

‖δx‖
‖x‖

.
<
= cond(U)

[
‖δU‖
‖U‖

+
‖δy‖
‖y‖

]
.

Die maximale Fehlerverstärkung beim Lösen der Dreiecksysteme wird daher durch
die Größe cond(L)cond(U) beschrieben. Wegen der Submultiplikativität der zu-
grunde liegenden Matrixnormen gilt aber

cond(A) <
= cond(L)cond(U).

Dabei wird das Produkt der Konditionszahlen vonL undU die Konditionszahl von
A bei weitem übertreffen.

8.42. Beispiel:Für die Matrix

A =


1 0 0 1
−1 1 0 1
−1 −1 1 1
−1 −1 −1 1


ergeben sich die Faktoren

L =


1
−1 1
−1 −1 1
−1 −1 −1 1

 , U =


1 0 0 1

1 0 2
1 4

8

 .

Weiterhin ist

A−1 =
1
8


4 −2 −1 −1
0 4 −2 −2
0 0 4 −4
4 2 1 1

 ,

L−1 =


1
1 1
2 1 1
4 2 1 1

 , U−1 =
1
8


8 0 0 −1

8 0 −2
8 −4

1

 .
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Damit gilt

cond1(A) = ‖A‖1‖A−1‖1 = 4·1 = 4,

cond1(L) = ‖L‖1‖L−1‖1 = 4·8 = 32,
cond1(U) = ‖U‖1‖U−1‖1 = 15·1 = 15.

Hier ist 4= cond(A)� cond1(L)cond1(U) = 480. ♥

Eine Forderung an Zerlegungen einer MatrixA der FormA = A1A2 · · ·Ak wäre
damit die, dass das Produkt der Konditionszahlen der FaktorenA1, . . . ,Ak nicht
wesentlich größer sein sollte als die Konditionszahl vonA. Noch besser wäre es,
falls

cond(A) = cond(A1) · · ·cond(Ak)

gelten würde.
Bezüglich der Spektralnorm lassen sich solche Zerlegungen sofort angeben. Da die
Spektralnorm invariant gegenüber orthogonalen Transformationen ist, gilt für eine
Zerlegung der FormA = QR mit einer orthogonalen MatrixQ:

‖A‖2 = ‖QR‖2 = ‖R‖2, ‖A−1‖2 = ‖R−1QT‖2 = ‖R−1‖2.

Damit folgt cond2(A) = cond2(R). Für orthogonale Matrizen gilt cond2(Q) = 1,
so dass sich insgesamt cond2(A) = cond2(Q)cond2(R) ergibt. Ist nun nochR eine
obere Dreiecksmatrix, so verwendet man die ZerlegungA = QR zum Lösen von
linearen GleichungssystemenAx = b. Man erhältx als Lösung von

Rx = QTb.

Die Frage nach der Existenz einer solchen Zerlegung lässt sich sofort beantworten.
Es gilt

8.43. Satz:Für jede reguläre MatrixA existieren eine orthogonale MatrixQ und
eine obere DreiecksmatrixR, so dassA = QR gilt.

Beweis:Man wende das SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren auf die Spal-
ten vonA an. �

Mit dem SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren hätte man sofort einen Algo-
rithmus zum Berechnen einerQR-Zerlegung. Leider ist das SCHMIDTsche Orthogo-
nalisierungsverfahren aber nicht numerisch gutartig, wie das folgende Beispiel zeigt.
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8.44. Beispiel:Wir betrachten die Matrix

A =


1 1 1 1
ε 0 0 0
0 ε 0 0
0 0 ε 0

 .

Fürε gelteε > eps, aberε2 < eps, so dass gl(1+ε2) = 1. Das SCHMIDTsche Ortho-
gonalisierungsverfahren liefert dann

Q =


1 0 0 0

ε − 1√
2
− 1√

2
−1

0 1√
2

0 0

0 0 1√
2

0

 , R =


1 1 1 1
0 ε
√

2 0 0
0 0 ε

√
2 0

0 0 0 ε

 .

Damit ist zwar eine exakte Zerlegung gegeben:A = QR, aber die MatrixQ ist
extrem nichtorthogonal:

QTQ =


1+ ε2 − ε√

2
− ε√

2
−ε

− ε√
2

1 1
2

1√
2

− ε√
2

1
2 1 1√

2

− ε 1√
2

1√
2

1

 .

Würde man mit dieser Zerlegung ein GleichungssystemAx = b gemäßRx = QTb
lösen, so würde man einen großen Fehler erhalten. Zum Beispiel ergibt sich für die
rechte Seite

b =


4
ε
ε
ε

 mit exaktem x =


1
1
1
1

 die Lösung ¯x =


1
0
0
−1

 .

♥

Das SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren ist daher in dieser Form für Com-
puterrechnung nicht geeignet. Es existiert aber eine Modifizierung des Verfahrens,
die diese numerischen Schwierigkeiten überwindet. Wir wollen jedoch ein anderes
Verfahren zum Berechnen einerQR-Zerlegung einer MatrixA behandeln.
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Das Householder-Verfahren

Erinnern wir uns zunächst an den GAUSSschen Algorithmus. Dort wurde mit Hilfe
von elementaren Transformationsmatrizen (LNT-Matrizen) die Matrix schrittweise
auf obere Dreiecksform transformiert. Imk-ten Schritt wurden durch die Transfor-
mation mitLk(−lk) in der k-ten Spalte unterhalb der Diagonalen Nullen erzeugt.
Wir wollen nun orthogonale Transformationsmatrizen konstruieren, mit denen wir
ähnliches erreichen. Wir suchen nach einer orthogonalen MatrixP , die einen Vektor
a ∈ Rk auf ein Vielfaches des ersten Einheitsvektorse1 ∈ Rk transformiert:

Pa = %e1.

Wir werden sehen, dass dies mit HOUSEHOLDER-Spiegelungen möglich ist. Es sei
daherP eine HOUSEHOLDER-Matrix

P = H = I−2uuT , uTu = 1.

Den Vektoru bestimmen wir so, dass

Ha = (I−2uuT )a = %e1

erfüllt ist. DaH orthogonal ist, gilt

‖a‖2 = ‖Ha‖2 = ‖%e1‖2 = |%|‖e1‖2 = |%|.

Damit folgt% =±‖a‖2 und

(I−2uuT )a = ±‖a‖2e1, (8.10)

a−2u(uTa) = ±‖a‖2e1, (8.11)

u =
a∓‖a‖2e1

2(uTa)
. (8.12)

Aus Gleichung 8.11 ergibt sich

aT
[
a−2u(uTa)

]
= ±‖a‖2aTe1,

‖a‖22−2(uTa)2 = ±‖a‖2aTe1,

(uTa)2 =
∓‖a‖2aTe1−‖a‖22

2
=

%a1−%2

2
,

uTa =

√
%a1−%2

2
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wobei a1 die erste Komponente des Vektorsa bezeichnet. Setzt man dies in die
Gleichung 8.12 ein, so erhält man

u =
a−%e1√
2%(%−a1)

und

H = I−2uuT = I−2
(a−%e1)(a−%e1)T

2%(%−a1)

= I− (a−%e1)(a−%e1)T

%(%−a1)
= I− vvT

γ

mit

v = a−%e1 =


a1−%

a2
...

ak

 , γ = %(%−a1).

Damit haben wir die gesuchte Transformation gefunden. Für die Wahl von% stehen
uns zwei Möglichkeiten zur Verfügung:

% = ‖a‖2 oder % =−‖a‖2.

Wir werden das Vorzeichen von% so wählen, dass beim Berechnen von%−a1 kei-
ne Auslöschung auftritt:% unda1 müssen entgegengesetzte Vorzeichen haben. Wir
erhalten den folgenden Algorithmus.

8.45. Festlegen derHOUSEHOLDER-Matrix zur Transformation eines Vektors
auf ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors:
Es sei ein Vektora ∈ Rk gegeben.

S0 Berechne% =
√

aTa = ‖a‖2.

S1 if % = 0 then H = I STOPP.
S2 if a1 > 0 then % =−%.

Berechnev = a−%e1 undγ = %(%−a1).
Die Matrix H = I−vvT/γ ist dann orthogonal und es gilt

Ha = %e1.

Aufwand:∼n Additionen/Multiplikationen, eine Quadratwurzel.
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Das Berechnen der Transformation eines Vektorsx erfolgt nach folgendem Algo-
rithmus.

8.46.HOUSEHOLDER-Transformation:
Gegeben sei eine(n,n)-HOUSEHOLDER-Matrix

H = I−vvT/γ.

Zu berechnen ist für einen Vektorx ∈ Rn der Vektor

y = Hx.

S0 Berechneβ = vTx/γ.
S1 Berechney = x−βv

Aufwand:∼2n Additionen/Multiplikationen.

Bemerkung: Die Matrix H braucht explizit nicht berechnet zu werden. Die gesam-
ten Informationen sind im Vektorv und inγ enthalten. Das explizite Berechnen der
HOUSEHOLDER-Matrix ist aufwendig (∼n2/2 Additionen/Multiplikationen). Das
Berechnen des Vektorsy = Hx würde sogar∼n2 Operationen kosten, falls man
ihn in der Form Matrix mal Vektor berechnet.
Mit Hilfe der letzten beiden Algorithmen entwickeln wir nun einen Algorithmus zum
Transformieren einer Matrix auf obere Dreiecksform. Wir nehmen an, dass wir nach
k−1 Schritten die Matrix auf die Form

A(k−1) =



a
(k−1)
11 · · · a

(k−1)
1,k−1 a

(k−1)
1k · · · a

(k−1)
1n

0 ... ... ... ... ...
... ... a

(k−1)
k−1,k−1 a

(k−1)
k−1,k · · · a

(k−1)
k−1,n

0 · · · 0 a
(k−1)
kk · · · a

(k−1)
kn... ... ... ... ... ...

0 · · · 0 a
(k−1)
nk · · · a

(k−1)
nn


=

 R(k−1)

O M (k−1)


mit R(k−1) ∈R(k−1)×n, M (k−1) ∈R(n−k+1)×(n−k+1) transformiert haben. Im näch-
sten Schritt wählen wir eine HOUSEHOLDER-Matrix H(k) so, dass die Teilmatrix
R(k−1) unverändert bleibt und die erste Spalte vonM (k−1) auf ein Vielfaches des
entsprechenden Einheitsvektors abgebildet wird. Damit hatH(k) folgende Struktur

H(k) =

(
I(k−1) O

O H̃
(k)

)
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mit

H̃
(k)

M (k−1) =


? ? · · · ?
0 ? · · · ?
... ... ... ...
0 ? · · · ?

=


? ? · · · ?
0
... M (k)

0

 .

Damit gilt

H(k)A(k−1) =

(
I(k−1) O

O H̃
(k)

) R(k−1)

O M (k−1)


=

 R(k−1)

O H̃
(k)

M (k−1)



=


R(k−1)

O

? ? · · · ?
0
... M (k)

0

=

 R(k)

O M (k)



mit R(k) ∈ Rk×n und M (k) ∈ R(n−k)×(n−k). Nachn− 1 Schritten ist schließlich
M (n−1) ∈ R1×1. Dann istĀ(n−1) obere Dreiecksmatrix, und es gilt

R = A(n−1) = H(n−1)H(n−2) · · ·H(2)H(1)A

bzw.

A = H(1)H(2) · · ·H(n−2)H(n−1)R = QR

mit der orthogonalen Matrix

Q = H(1)H(2) · · ·H(n−2)H(n−1).

Die Matrix Q braucht nicht explizit berechnet zu werden. Es genügt, die Vektoren
v(k) und dieγk zu speichern. So sind die HOUSEHOLDER-Transformationen

H(k) = I−v(k)v(k)T/γk

und damit die MatrixQ jederzeit kostengünstig rekonstruierbar. Die Vektorenv(k),
k = 1, . . . ,n−1, dürfen ähnlich wie bei derLU -Zerlegung auf dem freiwerdenden
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Speicherplatz unterhalb der Diagonalen abgelegt werden. Man benötigt in derk-ten
Spalten−k+1 Speicherplätze fürv(k). Das ist ein Speicherplatz mehr als unterhalb
der Diagonalen frei wird. Darum benutzt man üblicherweise die Positionenk bis n
in derk-ten Spalte zum Speichern vonv(k). Die %k = rkk und dieγk werden in zwei
zusätzlichen Feldern der Längen gespeichert. Mit diesen Konventionen geben wir
nun den Algorithmus an.

8.47.QR-Zerlegung einer Matrix nach HOUSEHOLDER:
Es ist die reguläre(n,n)-Matrix A in ein ProduktA = QR mit einer orthogonalen
Matrix Q und einer oberen DreiecksmatrixR zu zerlegen.

{Initialisierung}
Wähle eine Genauigkeitsschrankeε > 0.
{QR-Zerlegung}
for k = 1 to n−1 do

{Berechnen der TransformationsmatrixH(k))}

%k =
√

a2
kk +a2

k+1,k + · · ·+a2
nk

if %k
<
= ε then

STOPP
endif
if akk > 0 then

%k =−%k

endif
akk = akk−%k

γk =−%k ·akk

{Transformation der Restmatrix}
for j = k +1 to n do

β = 0
for i = k to n do

β = β +aik ·aij

endfor
β = β/γk

for i = k to n do
aij = aij−β ·aik

endfor
endfor

endfor
%n = ann

Aufwand:∼2n3/3 Additionen/Multiplikationen,n Quadratwurzeln.
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Bei gegebenerQR-Zerlegung einer MatrixĀ lässt sich dann jedes lineare System
Ax = b in zwei Schritten lösen:

c = QTb, Rx = c.

Wurde die MatrixQ als Produkt von HOUSEHOLDER-Matrizen abgespeichert, so
stellt sichQT ebenfalls als Produkt von HOUSEHOLDER-Matrizen dar. Aus

Q = H(1)H(2) · · ·H(n−2)H(n−1)

folgt wegen der Symmetrie der HOUSEHOLDER-Matrizen

QT = H(n−1)H(n−2) · · ·H(2)H(1).

Damit lässt sichc = QTb nach folgendem Algorithmus berechnen.

8.48. Lösen eines GleichungssystemsAx = b bei gegebenerQR-Zerlegung der
Matrix A:
Es ist das GleichungssystemAx = b zu lösen.
Für die MatrixA wurde mit obigem Algorithmus eineQR-Zerlegung berechnet.

{Berechnen vonc = QTb}
for k = 1 to n−1 do

β = 0
for i = k to n do

β = β + bi ·aik

endfor
β = β/γk

for i = k to n do
bi = bi−β ·aik

endfor
endfor
{Lösen vonRx = c}
for k = n to 1 step−1 do

for i = k +1 to n do
bk = bk− bi ·aki

endfor
bk = bk/%k

endfor
Aufwand:∼n2 Additionen/Multiplikationen.

Ohne Beweis sei ein Satz über das Rundungsfehlerverhalten des HOUSEHOLDER-
Verfahrens angegeben.



8.2. DIREKTE LÖSUNGSVERFAHREN 157

8.49. Satz:Die HOUSEHOLDER-Orthogonalisierung ist für eine reguläre MatrixA
mit %k = rkk 6= 0, k = 1, . . . ,n, durchführbar, falls

κ = epsFcond(A) < 1

mit

F = 3.14

(
1+

3
n

)
n5/2≈ 4n5/2

gilt. Es existiert eine orthogonale Matrix̂Q, so dass für den berechneten Dreiecks-
faktorR gilt

Q̂R = A+δA

mit

‖δA‖ <
= epsF‖A‖.

Für die durch die Vektorenv(1), . . . ,v(n−1) repräsentierte MatrixQ gilt

c̃ = gl
(
QTb

)
= Q̂

T
(b+δb)

mit

‖δb‖ <
= eps

F√
n
‖b‖.

Bemerkung: Das zu lösende DreieckssystemRx = c̃ entsteht damit durch eine
exakte orthogonale Transformation mit der MatrixQ̂ aus dem gestörten Gleichungs-
system

(A+δA)x = b+δb.

Das Lösen eines linearen Gleichungssystems mit dem HOUSEHOLDER-Verfahren ist
demnach ein numerisch gutartiger Prozess.

8.50. Beispiel:Wir betrachten wieder die Matrix

A =


1 1 1 1
ε 0 0 0
0 ε 0 0
0 0 ε 0


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mit ε > eps undε2 < eps.
Das HOUSEHOLDER-Verfahren liefert im MaschinenzahlbereichM(10,2, ., .) die
Faktoren

Q =


−1 ε√

2
ε√
6
− ε√

3

− ε − 1√
2
− 1√

6
1√
3

0 1√
2
− 1√

6
1√
3

0 0 2√
6

1√
3

 , R =


−1 −1 −1 −1

0 ε
√

2 ε√
2

ε√
2

0 0 3ε√
6

ε√
6

0 0 0 − ε√
3

 .

Damit gilt

δA = QR−A =


0 ε2 ε2 ε2

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


und

QTQ−I =


ε2 0 0 0

0 −ε2

2

√
3ε2

6 −
√

6ε2

6

0
√

3ε2

6
ε2

6 −
√

2ε2

3

0 −
√

6ε2

6 −
√

2ε2

3
ε2

3

 .

Das ist eine im Rahmen der Maschinengenauigkeit exakte Zerlegung mit einer im
Rahmen der Maschinengenauigkeit exakten orthogonalen Matrix. ♥

8.3. Iterative Verfahren

8.3.1. Iterationsverfahren und ihre Konvergenz

Neben den direkten Lösungsverfahren für lineare Gleichungssysteme, die nach einer
wohlbestimmten Maximalzahl von Rechenoperationen eine Lösung liefern, existie-
ren iterative Verfahren, die zu einem linearen GleichungssystemAx = b und ei-
nem Startvektorx(0) ∈ Rn eine Folge{x(i)}i∈N ⊂ Rn liefern, die gegen die Lösung
des Gleichungssystems konvergiert. Charakteristisch für die direkten Verfahren war,
dass die Koeffizientenmatrix des Systems in ein Produkt einfacherer Matrizen zerlegt
wurde. Damit dürfen wir die direkten Verfahren auch als Zerlegungsmethoden oder
Faktorisierungsverfahren bezeichnen. Charakteristisch für die iterativen Verfahren
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wird sein, dass man die MatrixA in unveränderter Form im Algorithmus verwendet.
Wie wir später sehen werden, benötigen wir eigentlich nicht die MatrixA selbst,
sondern nur einen Algorithmus, der zu gegebenemx ∈ Rn den Vektory = Ax be-
rechnet. Damit sind diese Verfahren besonders für große Systeme mit schwach be-
setzten Matrizen attraktiv.
Damit ein Iterationsverfahren sinnvoll und gegenüber einem direkten Verfahren kon-
kurrenzfähig ist, sollte es folgende Bedingungen erfüllen:

A1 Der Aufwand für den Übergangx(i) −→ x(i+1) sollte möglichst gering sein.
Die Anzahl der benötigten Rechenoperationen für einen Iterationsschritt sollte
in der Größenordnungn2 oder kleiner liegen. Der Aufwand für einen Iterati-
onsschritt sollte den Aufwand für das Berechnen von Matrix× Vektor nicht
wesentlich überschreiten.

A2 Das Verfahren sollte für beliebige Startvektorenx(0) konvergieren. Die Kon-
vergenzgeschwindigkeit sollte möglichst groß sein.

Wir betrachten folgenden allgemeinen Ansatz: Es seiAx = b ein lineares Glei-
chungssystem mit der regulären MatrixA; der Vektorx = A−1b ist die exakte Lö-
sung dieses Systems. Weiterhin seiB eine beliebige reguläre Matrix. Dann gilt

(A−B +B)x = b,

Bx = (B−A)x+b,

x = B−1(B−A)x+B−1b,

x = (I−B−1A)x+B−1b.

Das lineares GleichungssystemAx = b ist zur Fixpunktaufgabe

x = Φ(x) = (I−B−1A)x+B−1b

äquivalent. Zum Lösen der Fixpunktaufgabe liegt es nahe, ein Iterationsverfahren
anzuwenden:

Wählex(0) ∈ Rn,

Fürk = 0,1, . . . berechnex(k+1) durch Lösen von

Bx(k+1) = (B−A)x(k) +b.
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Je nach Wahl vonB erhält man verschiedene Iterationsverfahren. Um der Anfor-
derungA1 zu genügen, istB möglichst einfach zu wählen. Es bieten sich wieder
Diagonalmatrizen, Dreiecksmatrizen oder orthogonale Matrizen an. Die Forderung
A2 ist offensichtlich erfüllt, fallsΦ auf dem gesamtenRn ein kontrahierender Ope-
rator ist. Das ist eine Forderung an die MatrixM = I−B−1A. Es gilt der

8.51. Satz:

1. Das Iterationsverfahren

x(k+1) = (I−B−1A)x(k) +B−1b

ist konvergiert dann und nur dann, wenn der Spektralradius der MatrixM =
I−B−1A kleiner als1 ist:

%(I−B−1A) < 1.

2. Hinreichend für die Konvergenz ist die Bedingung

‖(I−B−1A‖< 1

bezüglich einer beliebigen Matrixnorm, die mit einer Vektornorm verträglich
ist.

Beweis:

1. Wir nehmen zunächst an, dass die Iteration konvergiert. Dann gilt

lim
k→∞

x(k) = x

Mit Ax = b. Für den Fehlervektorf (k) = x(k)−x folgt

f (k+1) = x(k+1)−x

= (I−B−1A)x(k) +B−1b−x

= (I−B−1A)(x(k)−x)+(I−B−1A)x+B−1b−x

= (I−B−1A)f (k) +x−B−1b+B−1b−x

= (I−B−1A)f (k).

Aus der Konvergenz folgt weiterhin

lim
k→∞

f (k) = o.
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Wählt man den Startvektor so, dassf (0) ein Eigenvektor der MatrixI−B−1A
zum Eigenwertλ ist, so gilt

f (k) = (I−B−1A)kf (0) = λkf (0).

Wegenf (0) 6= o muss dann aber

lim
k→∞

λk = 0

und damit|λ| < 1 gelten. Daλ ein beliebiger Eigenwert vonI −B−1A war,
folgt %(I−B−1A) < 1.
Nun nehmen wir an, dass%(I−B−1A) < 1 gilt. Es folgt

lim
k→∞

%
(
(I−B−1A)k

)
= lim

k→∞

(
%(I−B−1A)

)k
= 0,

also

lim
k→∞

(I−B−1A)k = O

und

lim
k→∞

f (k) = (I−B−1A)kf (0) = o.

2. Nach Satz 8.7 folgt aus‖I−B−1A‖< 1 sofort

%(I−B−1A) <
= lub(I−B−1A) <

= ‖I−B−1A‖< 1

und mit der ersten Aussage des Satzes die Konvergenz des Verfahrens.

�

Die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens hängt von%(I−B−1A) ab. Je klei-
ner der Spektralradius, desto schneller die Konvergenz.

8.3.2. Das Jacobi- und das Gauß-Seidel-Verfahren

Es seiA ∈ Rn×n eine Matrix mitaii 6= 0 für i = 1, . . . ,n. Wir wählen

B = diag(a11,a22, . . . ,ann).

Damit ergibt sich aus dem allgemeinen Ansatz für Iterationsverfahren das JACOBI-
Verfahren:
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8.52.JACOBI-Verfahren:
Es ist das GleichungssystemAx = b zu lösen. Für die MatrixA ∈ Rn×n gelte

aii 6= 0, i = 1, . . . ,n.

S0 Wähle einen Startvektorx(0) ∈ Rn×n und setzei = 0.
S1 Berechne

for k = 1 to n do

x
(i+1)
k =

1
akk

bk−
n

∑
j=1
j 6=k

akjx
(i)
j


end

S2 Setzei = i+1 und gehe zu SchrittS1.

Das JACOBI-Verfahren wird auch alsIteration in Gesamtschritten bezeichnet. Als
IterationsmatrixM = I−B−1A erhält man

M =


0 −a12

a11
· · · −a1n

a11

− a21
a22

0 · · · −a2n
a22

... ... ... ...

− an1
ann
− an2

ann
· · · 0

 .

Nach Satz 8.51 konvergiert das Gesamtschrittverfahren genau dann, wenn%(M) < 1
gilt. Diese Bedingung läßt sich im allgemeinen schwer nachprüfen. Hinreichende
Konvergenzbedingungen erhält man jedoch leicht.

8.53. Satz:

1. Starkes Zeilensummenkriterium
Das Gesamtschrittverfahren konvergiert für alle MatrizenA ∈ Rn×n mit

|aii|>
n

∑
j=1
j 6=i

|aij| i = 1, . . . ,n.

2. Starkes Spaltensummenkriterium
Das Gesamtschrittverfahren konvergiert für alle MatrizenA ∈ Rn×n mit

|ajj|>
n

∑
i=1
i6=j

|aij| für j = 1, . . . ,n.
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Beweis:

1. Aus

|aii|>
n

∑
j=1
j 6=i

|aij| i = 1, . . . ,n

folgt

n

∑
j=1
j 6=i

|aij|
|aii|

< 1 i = 1, . . . ,n

und

1 > max
1 <

= i <
= n


n

∑
j=1
j 6=i

∣∣∣∣aij

aii

∣∣∣∣
= ‖M‖∞.

Damit ist das hinreichende Konvergenzkriterium aus Satz 8.51 erfüllt.

2. Ist A streng spaltendiagonaldominant, so istAT streng zeilendiagonaldomi-
nant. Damit konvergiert das JACOBI-Verfahren für die MatrixAT . Dann ist
nach Satz 8.51 der Spektralradius der IterationsmatrixM̄ = I−B−1AT klei-
ner als 1. Da die Matrix

BM̄B−1 = I−ATB−1 =
(
I−B−1A

)T

dieselben Eigenwerte wiēM hat, folgt

%(M) = %(MT ) = %(BM̄B−1) = %(M̄) < 1.

Damit konvergiert das Gesamtschrittverfahren auch für die MatrixA.

�

Benutzt man in der Iterationsvorschrift des JACOBI-Verfahrens

x
(k+1)
i =

1
aii

bi−
n

∑
j=1
j 6=i

aijx
(k)
j


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beim Berechnen deri-ten Komponente des neuen Iterationsvektors statt der Kompo-
nenten

x
(k)
1 , . . . ,x

(k)
i−1

die schon berechneten neuen Komponenten

x
(k+1)
1 , . . . ,x

(k+1)
i−1 ,

so ergibt sich das GAUSS-SEIDEL-Verfahren.

8.54.GAUSS-SEIDEL-Verfahren:
Es ist das GleichungssystemAx = b zu lösen. Für die MatrixA ∈ Rn×n gelte

aii 6= 0, i = 1, . . . ,n.

S0 Wähle einen Startvektorx(0) ∈ Rn×n und setzei = 0.
S1 Berechne

for k = 1 to n do

x
(i+1)
k =

1
akk

(
bk−

k−1

∑
j=1

akjx
(i+1)
j −

n

∑
j=k+1

akjx
(i)
j

)
end

S2 Setzei = i+1 und gehe zu SchrittS1.

Dieses Verfahren wird auch alsEinzelschrittverfahren bezeichnet. Dem Verfahren
entspricht die Wahl

B =


a11
a21 a22 O
... ... ...

an1 an2 · · · ann

 .

Als hinreichende Bedingungen für die Konvergenz des Einzelschrittverfahrens erge-
ben sich ebenfalls das starke Zeilen- oder Spaltensummenkriterium aus Satz 8.53.

8.55. Satz:

1. Starkes Zeilensummenkriterium
Das Einzelschrittverfahren konvergiert für alle MatrizenA ∈ Rn×n mit

|aii|>
n

∑
j=1
j 6=i

|aij| i = 1, . . . ,n.
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2. Starkes Spaltensummenkriterium
Das Einzelschrittverfahren konvergiert für alle MatrizenA ∈ Rn×n mit

|ajj|>
n

∑
i=1
i6=j

|aij| j = 1, . . . ,n.

Beweis:Wir beweisen nur die erste Aussage. Es sei

A =

 a11 · · · a1n
... ... ...

an1 · · · ann

=−E +D−F

mit

E =−


0 · · · · · · 0

a21
... ...

... ... ... ...
an1 · · · an,n−1 0

 , D = diag(a11,a22, . . . ,ann)

und

F =−


0 a12 · · · a1n
... ... ... ...
... ... an−1,n

0 · · · · · · 0

 .

Aus der Zeilendiagonaldominanz der MatrixA folgt aii 6= 0 für i = 1, . . . ,n. Damit
ist D regulär. Wir definieren weiterhin die MatrizenL = D−1E undU = D−1F .
Als Iterationsmatrizen für das JACOBI- bzw. GAUSS-SEIDEL-Verfahren erhalten wir

MJ = I−D−1(−E +D−F ) = L+U

und

MGS = I−(−E+D)−1(−E+D−F ) = (−DL+D)−1DU = (I−L)−1U .

Für eine streng zeilendiagonaldominante MatrixA gilt dann‖MJ‖∞ < 1. Wir zei-
gen, dass

‖MGS‖∞ <
= ‖MJ‖∞ < 1

gilt. Aus ‖MJ‖∞ < 1 folgt

|MJ |e <
= ‖MJ‖∞e < e mit e = (1,1, . . . ,1)T ∈ Rn.
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Weiterhin gilt |MJ |= |L|+ |U | wegen der speziellen Struktur der MatrizenL und
U . Daraus folgt

|U |e = (|MJ |− |L|)e <
= (‖MJ‖∞I−|L|)e. (8.13)

L und |L| sind untere Dreiecksmatrizen mit verschwindender Diagonale. Man sieht
leicht ein, dass für diese Matrizen

Ln = |L|n = O

gilt. Damit existieren die Inversen vonI−L undI−|L|, und es gilt

O <
=

∣∣∣(I−L)−1
∣∣∣= ∣∣∣I +L+ · · ·+Ln−1

∣∣∣ <
= I + |L|+ · · ·+ |L|n−1 = (I−|L|)−1 .

Mit dieser Ungleichung folgt aus 8.13

|MGS|e <
=

∣∣∣(I−L)−1
∣∣∣ |U |e

<
= (I−|L|)−1(‖MJ‖∞I−|L|)e
= (I−|L|)−1(I−|L|+(‖MJ‖∞−1)I)e

=
(
I +(‖MJ‖∞−1)(I−|L|)−1

)
e.

Wegen(I−|L|)−1 >
= I und‖MJ‖∞ < 1 ergibt sich

|MGS|e <
= [I +(‖MJ‖∞−1)I]e = ‖MJ‖∞e

und damit

‖MGS‖∞ <
= ‖MJ‖∞.

�

Welches von beiden Verfahren für eine beliebige Matrix konvergiert und welches
schneller konvergiert, läßt sich nicht ohne weiteres angeben.

8.56. Beispiel:Für die Matrix

A =

 1 −2 2
−1 1 −1
−2 −2 1


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ergeben sich für das JACOBI- bzw. GAUSS-SEIDEL-Verfahren die Iterationsmatrizen

MJ =

 0 2 −2
1 0 1
2 2 0

 und MGS =

 0 2 −2
0 2 −1
0 8 −6


mit %(MJ) = 0 und%(MGS) = 2(1+

√
2). Hier konvergiert das JACOBI-Verfahren,

das GAUSS-SEIDEL-Verfahren dagegen nicht. Für die Matrix

A =


1 1

2
1
2

−1 1 −1

− 1
2

1
2 1


ergeben sich

MJ =


0 −1

2 −
1
2

1 0 1
1
2 −

1
2 0

 und MGS =


0 −1

2 −
1
2

0 −1
2

1
2

0 0 −1
2


mit

%(MJ) =
√

5/2, %(MGS) = 1/2.

Hier konvergiert das GAUSS-SEIDEL-Verfahren; das JACOBI-Verfahren jedoch kon-
vergiert nicht. ♥

Das starke Zeilen- bzw. Spaltensummenkriterium läßt sich abschwächen. Dazu füh-
ren wir den Begriff der unzerlegbaren Matrizen ein. Eine MatrixA ∈ Rn×n heißt
unzerlegbar (irreduzibel), falls keine PermutationsmatrixP ∈ Rn×n existiert, so
dassP TAP die Gestalt

P TAP =
(

A11 A12
O A22

)
mit A11 ∈ Rk×k, A22 ∈ R(n−k)×(n−k) und 1<

= k <
= n− 1 besitzt. Die Unzerleg-

barkeit einer Matrix läßt sich mit Hilfe der Graphentheorie überprüfen. Wir ordnen
dazu einer MatrixA ∈ Rn×n in folgender Weise einen gerichteten GraphenG(A)
zu. G(A) besitzt die KnotenP1, . . . ,Pn. Vom KnotenPi zum KnotenPj existiert
genau dann eine gerichtete Kanteeij, wennaij 6= 0 gilt. Die Matrix A ist genau
dann unzerlegbar, wenn der GraphG(A) zusammenhängend ist. Dabei heißt ein
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Graph zusammenhängend, falls für jedes Paar(i, j) mit i 6= j ein gerichteter Weg
vom KnotenPi zum KnotenPj existiert.
Nun können wir ein schwächeres Konvergenzkriterium für das JACOBI-Verfahren
formulieren.

8.57. Satz:Für eine unzerlegbare MatrixA ∈ Rn×n gilt:

1. Schwaches Zeilensummenkriterium
DasJACOBI-Verfahren konvergiert, falls

|aii| >=
n

∑
j=1
j 6=i

|aij| für i = 1, . . . ,n

und für mindestens eini∗

|ai∗i∗|>
n

∑
j=1

j 6=i∗

|ai∗j|

gilt.

2. Schwaches Spaltensummenkriterium
DasJACOBI-Verfahren konvergiert, falls

|ajj| >=
n

∑
i=1
i6=j

|aij| für j = 1, . . . ,n

und für mindestens einj∗

|aj∗j∗|>
n

∑
i=1

i6=j∗

|aij∗|

gilt.

Beweis: Wir beweisen nur das Schwache Zeilensummenkriterium. Die Gültigkeit
des Schwachen Spaltensummenkriteriums folgt dann analog zum Beweis des Star-
ken Spaltensummenkriteriums. Aus dem Schwachen Zeilensummenkriterium folgt
für das JACOBI-Verfahren

‖MJ‖∞ = ‖I−D−1A‖∞ <
= 1.
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Als hinreichende Bedingung für die Konvergenz benötigen wir aber‖MJ‖∞ < 1.
Mit e = (1,1, . . . ,1)T folgt

|M |e <
= e und |M |e 6= e.

Wir zeigen, dass|M |ne < e gilt. Daraus folgt dann

1 > ‖|M |n‖∞
>
= (‖|M |‖∞)n = (‖M‖)n >

= (%(M))n

und endlich%(M) < 1. Um die Beziehung|M |ne < e zu zeigen, betrachten wir die
Ungleichungskette

e
>
=
6= |M |e

>
= |M |2e >

= · · · >
= |M |ie >

= |M |i+1e >
= · · ·

Daraus folgt

o
<
=
6= e−|M |e <

= e−|M |2e <
= · · · <

= e−|M |ie <
= e−|M |i+1e <

= · · ·

Von den Vektorent(i) = e−|M |ie sind damit gewisse Komponenten gleich Null und
die restlichen Komponenten größer als Null. Dann existiert eine Permutationsmatrix
P , so dass

Pt(i) = P
(
e−|M |i+1e

)
=
(

a
o

)
mit a ∈ Rp und a > o.

Wegen 06= t(i) gilt p < n. Für den Vektort(i+1) = e−|M |ie gilt t(i+1) >
= t(i), daher

Pt(i+1) >
= Pt(i) =

(
a
o

)
.

Es gilt somit

Pt(i+1) =
(

b
o

)
mit b ∈ Rq, b > o

undq >
= p. �

8.3.3. Nachiteration

Gegeben sei eine näherungsweiseLU -Zerlegung der MatrixA

P TLU = A+δA.
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Wir wählen im allgemeinen Iterationsansatz

B = P TLU = A+δA

und erhalten

M = I−B−1A = I−B−1(B−δA)
= B−1δA = (A+δA)−1δA.

Es gilt

‖M‖= ‖(A+δA)−1δA‖ <
= ‖(A+δA)−1‖‖δA‖

und im Falleκ = ‖δA‖‖A−1‖< 1

‖M‖ <
=

κ

1−κ
.

Für dieLU -Zerlegung mit Spaltenpivotisierung gilt

κ = epsF (A)cond(A)

mit F (A) ≈ 3 ·2n. Die hinreichende Bedingung‖M‖ < 1 ist erfüllt, fallsκ < 1/2
gilt. Wir erhalten folgenden Algorithmus.

8.58. Nachiteration für dieLU -Zerlegung:
Zu lösen sei das lineare GleichungssystemAx = b mitA∈Rn×n undb∈Rn. Durch
L undU seien die berechneten Dreiecksfaktoren einerLU -Zerlegung der MatrixA
gegeben. Es gelte

A+δA = P TLU.

S0 Wähle einen Startvektorx(0) ∈ Rn und setzei = 0.

S1 Berechne das Residuum

r(i) = b−Ax(i).

S2 Löse das GleichungssystemAδx(i) = r(i) näherungsweise gemäß

Ly = Pr(i) und Uδx(i) = y.

S3 Setzex(i+1) = x(i) +δx(i), i = i+1 und gehe zu SchrittS1.
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Bemerkungen: (i) Wenn das Verfahren konvergiert, werden diex(i) gute Näherun-
gen für die Lösung des GleichungssystemsAx = b sein. Dann tritt aber beim Be-
rechnen des Residuums in SchrittS1Auslöschung auf. Damit das ganze Verfahren
noch sinnvoll bleiben soll, muss man an dieser Stelle besonders sorgfältig vorgehen.
Am besten berechnet man das Residuum in einer höheren Genauigkeit.
(ii) Üblicherweise wählt man als Startvektorx(0) = o. Damit entspricht der erste
Schritt des Verfahrens der normalen Lösung des Gleichungssystems mittelsLU -
Zerlegung.
(iii) Die Konvergenz des Verfahrens ist im allgemeinen gut, fallsA nicht zu schlecht
konditioniert ist. Es werden nur wenige Schritte ausgeführt.
Es gilt Ax(i) = b− r(i). Wir könnenr(i) als eine Störungδb interpretieren. Nach
Satz 8.14 gilt dann (δA = O)

1
cond(A)

‖r(i)‖
‖b‖

<
=
‖δx(i)‖
‖x(i)‖

<
= cond(A)

‖r(i)‖
‖b‖

.

Diese Ungleichungen werden benutzt, um bei der Nachiteration die Konditionszahl
vonA abzuschätzen. Man erhält

cond(A) >
=
‖δx(i)‖
‖x(i)‖

/
‖r(i)‖
‖b‖

beziehungsweise

cond(A) >
=
‖r(i)‖
‖b‖

/
‖δx(i)‖
‖x(i)‖

.

Analoge Nachiterationsverfahren sind natürlich auch für andere direkte Verfahren
möglich. Für dieLDLT -Zerlegung erhält man folgenden Algorithmus.

8.59. Nachiteration für dieLDLT -Zerlegung:
Zu lösen ist das lineare GleichungssystemAx = b mit der symmetrischen Matrix
A∈Rn×n undb∈Rn. DurchL undD seien die berechneten Faktoren einerLDLT -
Zerlegung der MatrixA gegeben. Es gelte

A+δA = LDLT .

S0 Wähle einen Startvektorx(0) ∈ Rn und setzei = 0.

Berechne das Residuum

r(i) = b−Ax(i).
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S1 Löse das GleichungssystemAδx(i) = r(i) näherungsweise gemäß

Ly = r(i) und LTδx(i) = D−1y.

S2 Setzex(i+1) = x(i) +δx(i), i = i+1 und gehe zu SchrittS1.

Für ein Orthogonalisierungsverfahren ergibt sich das folgende Nachiterationsverfah-
ren.

8.60. Nachiteration für dieQR-Zerlegung:
Zu lösen ist das lineare GleichungssystemAx = b mit A∈Rn×n undb∈Rn. Durch
Q undR seien die berechneten Faktoren einerQR-Zerlegung der MatrixA gege-
ben. Es gelte

A+δA = QR.

S0 Wähle einen Startvektorx(0) ∈ Rn und setzei = 0.
S1 Berechne das Residuum

r(i) = b−Ax(i).

S2 Löse das GleichungssystemAδx(i) = r(i) näherungsweise gemäß

y = QTr(i) und Rδx(i) = y.

S3 Setzex(i+1) = x(i) +δx(i), i = i+1 und gehe zu SchrittS1.

Analoge Konditionszahlschätzungen sind möglich. Das Residuum sollte wieder in
höherer Genauigkeit berechnet werden.

8.3.4. Das cg-Verfahren von Hestenes und Stiefel

Das jetzt zu behandelnde Verfahren gehört nicht zu den Iterationsverfahren, wie sie
sich aus dem allgemeinen Ansatz in Abschnitt8.3.1. ergeben. Bei genauer Betrach-
tung müßte man es sogar zu den direkten Verfahren zählen, da man bei exakter Rech-
nung nach einer a priori bekannten Maximalzahl von Rechenoperationen die exakte
Lösung des Gleichungssystems erhält. Da aber bei diesem Verfahren auch eine Fol-
ge von Vektoren konstruiert wird, die den exakten Lösungsvektor immer genauer
approximieren, behandelt wir das Verfahren an dieser Stelle.
Wir betrachten zunächst ein lineares GleichungssystemAx = b mit einer symme-
trischen, positiv definiten MatrixA ∈ Rn×n. Diesem Gleichungssystem ordnen wir
ein Optimierungsproblem zu. Es sei

F (z) =
1
2

(Az−b)T A−1(Az−b) =
1
2
zTAz−bTz +

1
2
bTA−1b.
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Wegen der positiven Definitheit vonA (und damit auch vonA−1) gilt F (z) >
= 0 für

allez ∈Rn undF (z) = 0 genau dann, wennAz−b = o. Das Minimierungsproblem

x = arg min
z∈Rn

F (z) (8.14)

ist dem GleichungssystemAx = b äquivalent. Minimierungsprobleme dieser Art
löst man üblicherweise, indem man sie auf viele eindimensionale Minimierungspro-
bleme zurückführt.

S0 Wähle Startvektorx(0) ∈ Rn und setzei = 0.

S1 Wähle eine Richtungh(i) ∈ Rn und löse das eindimensionale Minimierungs-
problem

αi = argmin
α∈R

F (x(i) +αh(i)).

S2 Setzex(i+1) = x(i) +αih
(i).

S3 Setzei = i+1 und gehe zu SchrittS1.

Für das gegebene FunktionalF (z) und beliebigesx und eine beliebige Richtung
h läßt sich die Lösung des eindimensionalen Minimierungsproblems in SchrittS1
leicht angeben. Es gilt der folgende

8.61. Satz:Für die symmetrische, positiv definite MatrixA∈Rn×n und einen Vektor
b ∈ Rn sei das FunktionalF : Rn→ R+ folgendermaßen definiert:

F (z) =
1
2

(Az−b)T A−1(Az−b) .

Weiterhin seien ein Vektorx ∈ Rn und ein Vektorh ∈ Rn mit h 6= o gegeben. Dann
hat das Minimierungsproblem

α∗ = argmin
α∈R

F (x+αh)

die eindeutige Lösung

α∗ =
hTr

hTAh
mit r = b−Ax.

Es gilt

hT [A(x+α∗h)−b] = 0.
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Beweis:Aus

F (z) =
1
2
zTAz−bTz +

1
2
bTA−1b

folgt F ′(z) = Az−b und

d

dα
F (x+αh) = hT [A(x+αh)−b] .

Eine notwendige Bedingung für ein Extremum ist

d

dα
F (x+αh)

∣∣∣∣
α∗

= 0.

Daraus ergibt sich

hT [A(x+α∗h)−b] = 0

und

α∗ =
hT (b−Ax)

hTAh
=

hTr

hTAh
.

Es ist noch zu zeigen, dassα∗ ein Minimum liefert. Es gilt

F (x+α∗h) =
1
2
(Ax+α∗Ah−b)TA−1(Ax+α∗Ah−b)

=
1
2
(Ax−b+α∗Ah)TA−1(Ax−b+α∗Ah)

= F (x)+
1
2
α∗hT (Ax−b)+

1
2
α∗(Ax−b)Th+

1
2
α∗2hTAh

= F (x)−α∗hTr +
1
2
α∗2hTAh

= F (x)− (hTr)2

hTAh
+

1
2

(hTr)2

(hTAh)2
hTAh

= F (x)− 1
2

(hTr)2

hTAh
<
= F (x).

�
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Wir werden sehen, dass die Richtungenh(i) so wählbar sind, dass nach höchstensn
Schritten die Lösung des Minimierungsproblems 8.14 berechnet wird. Dazu definie-
ren wir den Vektorraum

Hi+1 = span(h(0),h(1), . . . ,h(i)).

Das ist der Vektorraum, der von den Richtungenh(0),h(1), . . . ,h(i) aufgespannt wird.
Nach dem Algorithmus ergibt sichx(i+1) ausx(0) nach

x(i+1) = x(0) +α0h
(0) +α1h

(1) + · · ·+αih
(i).

Es gilt alsox(i+1)−x(0) ∈Hi+1.
Wir wollen die Richtungenh(i) und damit die RäumeHi+1 so wählen, dass einerseits
die Minimierung des FunktionalsF (z) auf dem gesamtenRn auf eine schrittweise
Minimierung des Funktionals auf den TeilräumenHi+1 zurückgeführt ist, und dass
andererseits die Minimierung auf den Teilräumen möglichst einfach wird.
Wir nehmen an, wir hätten einen TeilraumHi konstruiert und einx(i) ∈ x(0) +Hi

bestimmt, dasF (z) auf x(0) +Hi minimiert. h(i) sei eine weitere Richtung, durch
dieHi+1 festgelegt ist. Jeder Vektory ∈ x(0) +Hi+1 ist dann in der Form

y = x+αh(i)

mit x ∈ x(0) +Hi undα ∈ R zerlegbar. Wenden wir das FunktionalF auf y an, so
erhalten wir

F (y) =
1
2

[
A
(
x+αh(i)

)
−b
]T

A−1
[
A
(
x+αh(i)

)
−b
]

= F (x)+
1
2
αh(i)T (Ax−b)+

1
2

(Ax−b)T h(i) +
1
2
α2h(i)TAh(i)

= F (x)+αh(i)T (Ax−b)+
1
2
α2h(i)TAh(i)

= F (x)+αh(i)TA
(
x−x(0)

)
+αh(i)TAx(0)−αh(i)TAb+

1
2
α2h(i)TAh(i).

Der zweite Summand in der letzten Gleichung hängt sowohl vonx als auch vonh(i)

ab. Können wir die Richtungh(i) so wählen, dass dieser Term für allex ∈ x(0) +Hi

verschwindet, so zerfällt das Minimierungsproblem vonF auf x(0) +Hi+1 in zwei
getrennte Minimierungsprobleme

min
x∈x(0)+Hi

F (x)

und

min
α∈R

{
1
2
α2h(i)TAh(i)−αh(i)TAb+αh(i)TAx(0)

}
.
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Die Forderung

h(i)TA
(
x−x(0)

)
= 0

für allex ∈ x(0) +Hi ist genau dann erfüllt, wenn

h(i)TAh(j) = 0 für j = 0,1, . . . , i−1

gilt. Zwei Vektorenx ∈ Rn und y ∈ Rn, für die xTAy = 0 bezüglich einer sym-
metrischen, positiv definiten MatrixA ∈ Rn×n gilt, heißenA-konjugiert oderA-
orthogonal. Es gilt der folgende

8.62. Satz:Sind die Vektorenh(0), . . . ,h(i) bezüglich der positiv definiten Matrix
A ∈ Rn×n paarweise konjugiert, so sind sie linear unabhängig.

Beweis:Es seih = α0h
(0)+ · · ·αih

(i) = o. Wir müssen zeigen, dass dannα0 = α1 =
· · ·= αi = 0 folgt. Es gilt

0 = hTAh =

(
i

∑
j=1

αjh
(j)

)T

A

(
i

∑
j=1

αjh
(j)

)
=

i

∑
j=1

i

∑
k=1

αjαkh
(j)TAh(k).

Wegen derA-Konjugiertheit der Vektoren entfallen alle Summanden mitj 6= k. Wir
erhalten

0 =
i

∑
j=1

α2
jh

(j)TAh(j).

Aus der positiven Definitheit vonA folgt h(j)TAh(j) > 0 und daraus sofort

α0 = α1 = · · ·= αi = 0.

�

Betrachten wir nun wieder die Minimierung des Funktionals aufx(0)+Hi+1. Wurde

die Richtungh(i) so gewählt, dassh(j)TAh(i) = 0 für j = 0, . . . , i−1 gilt, so folgt

min
y∈x(0)+Hi+1

F (y) = min
x∈x(0)+Hi,α∈R

F (x+αh(i))

= min
α∈R

min
x∈x(0)+Hi

F (x+αh(i))

= min
α∈R

F (x(i) +αh(i))

= F (x(i) +αih
(i))

= F (x(i))− 1
2

(
r(i)Th(i)

)2

h(i)TAh(i)
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mit

αi =
r(i)Th(i)

h(i)TAh(i)
.

Damit gilt

8.63. Satz:Es seiA ∈ Rn×n eine symmetrische, positiv definite Matrix.

h(0),h(1), . . . ,h(n−1), h(i) 6= o, i = 0,1, . . . ,n−1

seienn paarweiseA-konjugierte Richtungen.
Für einen beliebigen Startvektorx(0) ∈ Rn seien die Vektorenx(1),x(2), . . . ,x(n)

rekursiv durch

x(i+1) = x(i) +αih
(i)

mit

αi =
r(i)Th(i)

h(i)TAh(i)
=

(
b−Ax(i)

)T
h(i)

h(i)TAh(i)

definiert. Dann gilt

1.

x(i) = arg min
x∈x(0)+Hi

F (x) für i = 1, . . . ,n.

2.

Ax(n) = b.

3.

h(j)Tr(k) = 0 für alle 0 <
= j < k <

= n.

Beweis:

1. Diese Aussage folgt sofort aus der Konstruktion der Vektorenx(i).

2. Mit Satz 8.62 folgtHn = Rn. Dann gilt

x(n) = argminx ∈ RnF (x)

undAx(n) = b.
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3. Wir beweisen die Aussage mittels Induktion überk.

• Fürk = 1 gilt

h(0)Tr(1) = h(0)T
(
b−Ax(1)

)
= h(0)T

(
b−Ax(0)−α0Ah(0)

)
= h(0)Tr(0)−α0h

(0)TAh(0)

= h(0)Tr(0)− h(0)Tr(0)

h(0)TAh(0)
h(0)TAh(0)

= 0.

• Es sei für festesk h(j)Tr(k) = 0 für j = 0, . . . ,k−1. Wir zeigen, dass dann

h(j)Tr(k+1) = 0 für j = 0, . . . ,k gilt.
Wegen

r(k+1) = b−Ax(k+1) = b−A
(
x(k) +αkh

(k)
)

= r(k)−αkAh(k)

folgt

h(j)Tr(k+1) = h(j)Tr(k)−αkh
(j)TAh(k).

Betrachten wir den Fallj <
= k−1. Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt

hierh(j)Tr(k) = 0 und wegen der paarweisenA-Konjugiertheit der Rich-

tungenh(j)TAh(k) = 0. Damit ist die Aussage bisj = k−1 bewiesen.
Für j = k ergibt sich

h(k)Tr(k+1) = h(k)Tr(k)−αkh
(k)TAh(k)

= h(k)Tr(k)− h(k)Tr(k)

h(k)TAh(k)
h(k)TAh(k)

= 0. �

Ist man nun in der Lage, effizientA-konjugierte Richtungenh(0),h(1), . . . ,h(n−1)

zu konstruieren, so erhält man mit dem Verfahren aus Satz 8.63 nach höchstensn
Schritten die Lösung des GleichungssystemsAx = b. Satz 8.63 zeigt auch, dass das
Residuumr(i) = b−Ax(i) orthogonal zu allenh ∈ Hi ist. Es gilt daher entweder
r(i) = o oderr(i) /∈Hi. Im ersten Falle istx(i) Lösung des Gleichungssystems. Im
zweiten Falle bietet es sich an, für die neue Richtungh(i) den Ansatz

h(i) = r(i) +
i−1

∑
j=0

βijh
(j) (8.15)
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zu verwenden. Dann gilt für die Residuen

r(i) = h(i)−
i−1

∑
j=0

βijh
(j) ∈Hi+1 für i = 0,1, . . .

Nach der dritten Aussage aus Satz 8.63 sind dann alle Residuen paarweise orthogo-
nal. Außerdem folgt aus

x(i+1) = x(i) +αih
(i)

für die Residuen die Rekursionsformel

r(i+1) = r(i)−αiAh(i). (8.16)

Dabei läßt sich für

αi =
r(i)Th(i)

h(i)TAh(i)

noch eine andere Darstellung finden. Multipliziert man Gleichung 8.15 von links mit

r(i)T , so erhält man

r(i)Th(i) = r(i)Tr(i)

und damit

αi =
r(i)Tr(i)

h(i)TAh(i)
.

Es sind zwei Fälle möglich:

1. αi = 0
Es folgtr(i) = o. Dann istx(i) Lösung des GleichungssystemsAx = b.

2. αi 6= 0
Es folgt aus Gleichung 8.16

−Ah(i) =
r(i+1)−r(i)

αi
.
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Nun können wir darangehen, dieβij so zu bestimmen, dassh(i) zu allenh(k), k =
0, . . . , i−1, A-konjugiert ist. Wir erhalten

0 = h(k)TAh(i) = h(k)TAr(i) +
i−1

∑
j=0

βijh
(k)TAh(j)

= h(k)TAr(i) +βikh
(k)TAh(k).

Daraus folgt

βik =− h(k)TAr(i)

h(k)TAh(k)
=−

(
Ah(k)

)T
r(i)

h(k)TAh(k)
.

Im Faller(k) 6= o (αk 6= 0) ergibt sich

βik =

(
r(k+1)−r(k)

)T

αk

r(i)

h(k)TAh(k)
für k = 0, . . . , i−1.

Fürk <
= i−2 folgt dann wegen der paarweisen Orthogonalität der Residuenβik = 0.

Fürk = i−1 erhalten wir

βi,i−1 =
1

αi−1

r(i)Tr(i)

h(i−1)TAh(i−1)
=

h(i−1)TAh(i−1)

r(i−1)Tr(i−1)

r(i)Tr(i)

h(i−1)TAh(i−1)

=
r(i)Tr(i)

r(i−1)Tr(i−1)
.

Damit haben wir das cg-Verfahren von HESTENESund STIEFEL hergeleitet.5

8.64. cg-Verfahren vonHESTENESund STIEFEL:
Zu lösen ist das lineare GleichungssystemAx = b mit einer symmetrischen, positiv
definiten MatrixA ∈ Rn×n.

S0 Wähle einen Startvektorx(0) ∈ Rn.

S1 Berechner(0) = b−Ax(0).
Setzeh(0) = r(0) undi = 0.

S2 Falls h(i) = o STOPP.x(i) ist die gesuchte Lösung.

5Der Name leitet sich aus dem Englischen ab. cg steht fürconjugategradients.
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S3 Berechne

αi =
r(i)Tr(i)

h(i)TAh(i)
,

x(i+1) = x(i) +αih
(i),

r(i+1) = r(i)−αiAh(i),

βi =
r(i+1)Tr(i+1)

r(i)Tr(i)
,

h(i+1) = r(i+1) +βih
(i).

S4 Setzei = i+1 und gehe zu SchrittS2.

Bemerkungen: (i) Im Algorithmus wird die Matrix (wie bei den anderen Iterati-
onsverfahren) nicht verändert. Man benötigt wieder nur ein Unterprogramm, das zu
einem gegebenen Vektorx den Vektory = Ax berechnet.
(ii) Nach Satz 8.63 bricht das Verfahren bei exakter Rechnung nach höchstensn
Schritten mit der Lösung des linearen Gleichungssystems ab.
(iii) Pro Schritt sind im Algorithmus ein Produkt Matrix×Vektor, zwei Skalarpro-
dukte und drei Operationen Vektor+Skalar×Vektor zu berechnen. Für eine vollbe-
setzte Matrix beträgt der Aufwand maximal rundn2 Additionen/Multiplikationen.
Er wird durch die Operation Matrix×Vektor bestimmt. Für einen schwach besetzte
Matrix liegt der Aufwand für die Operation Matrix×Vektor nur in der Größenord-
nung vonn. Damit beträgt der Aufwand pro Schritt des Algorithmus nurKn Addi-
tionen/Multiplikationen, wobeiK wesentlich kleiner alsn ist.
(iv) Der Gesamtaufwand beträgt für eine vollbesetzte Matrix rundn3 Operationen, ist
also größer als bei den bisher behandelten direkten Verfahren. Für schwach besetzte
Matrizen erhalten wir jedoch einen Gesamtaufwand in der Größenordnung vonn2.
Hier ist das cg-Verfahren effektiv.
Satz 8.63 zeigt, dass für das Verhalten des cg-Verfahrens gerade die paarweiseA-
Konjugiertheit der Richtungenh(i) und damit die paarweise Orthogonalität der Re-
siduenr(i) wesentlich ist. In der Praxis werden diese Beziehungen durch den Einfluß
von Rundungsfehlern oft verletzt sein. Man wird daher erwarten, dass man mehr als
n Iterationen benötigt, um eine brauchbare Lösung zu berechnen. Praktische Erfah-
rungen zeigen aber, dass man gerade für großesn oft mit weniger Iterationsschritten
auskommt. So wurde zum Beispiel 1971 von REID mit dem cg-Verfahren ein Glei-
chungssystem mit 4080 Gleichungen in 40 Schritten gelöst. Eine Begründung für
dieses Verhalten liefert der folgende

8.65. Satz:Es seiA ∈ Rn×n eine symmetrische, positiv definite Matrix mit genauk
paarweise verschiedenen Eigenwertenλ1, . . . ,λk. Dann liefert das cg-Verfahren bei
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beliebigem Startvektorx(0) nach höchstensk Schritten die Lösung des Gleichungs-
systemsAx = b.

Beweis:Zu denk Eigenwertenλ1, . . . ,λk gehörenk EigenräumeU1, . . . ,Uk. Da die
Matrix A symmetrisch ist, gilt

dim(U1)+ · · ·+dim(Uk) = n

und

Ui ⊥ Uj für i 6= j.

Damit lässt sich das Residuumr(0) in folgender Weise zerlegen:

r(0) = p
(0)
1 u1+p

(0)
2 u2+ · · ·+p

(0)
k uk

mit ui ∈ Ui für i = 1, . . . ,k. In Matrixschreibweise ergibt sich

r(0) = Up(0)

mit der spaltenorthogonalen MatrixU = (u1,u2, . . . ,uk)∈Rn×k undp(0) ∈Rk. Für
die MatrixU gilt

AU = A(u1,u2, . . . ,uk)
= (Au1,Au2, . . . ,Auk)
= (λ1u1,λ2u2, . . . ,λkuk)
= UΛ

mit Λ = diag(λ1, . . . ,λk) ∈ Rk×k.
Mittels vollständiger Induktion zeigen wir nun, dass alle Vektorenr(i) undh(i), die
vom cg-Verfahren erzeugt werden, Darstellungen der Form

r(i) = Up(i) und h(i) = Ug(i)

mit p(i) ∈ Rk undg(i) ∈ Rk besitzen.

• Induktionsanfang: Füri = 0 gilt h(0) = r(0) = Up(0).

• Induktionsschritt: Es sei

r(i) = Up(i) und h(i) = Ug(i)
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mit p(i) ∈ Rk undg(i) ∈ Rk. Ein Schritt des cg-Verfahrens liefert

r(i+1) = r(i) +αiAh(i) = Up(i) +αiAUg(i)

= Up(i) +αiUΛg(i) = U
(
p(i) +αiΛg(i)

)
= Up(i+1)

mit p(i+1) = p(i) +αiΛg(i) ∈ Rk und

h(i+1) = r(i+1)+βih
(i) = Up(i)+βiUg(i) = U

(
p(i+1) +βig

(i)
)

= Ug(i+1)

mit g(i+1) = p(i+1) +βig
(i) ∈ Rk.

Nun sind dier(i) paarweise orthogonal, es gilt daher

r(i)Tr(j) = 0 für i 6= j.

Daraus folgt

0 = r(i)Tr(j) =
(
Up(i)

)T (
Up(j)

)
= p(i)TUTUp(j) = p(i)Tp(j)

für i 6= j. Die Vektorenp(i) sind daher ebenfalls paarweise orthogonal. Wegen
p(i) ∈ Rk gibt es nurk vom Nullvektor verschiedene Vektorenp(i). Damit ist
spätestensp(k) = o und damitr(k) = o.

�

Das modifizierte cg-Verfahren

In der ursprünglichen Form sind mit dem cg-Verfahren nur Gleichungssysteme lös-
bar, deren Koeffizientenmatrix symmetrisch und positiv definit ist. Das Verfahren
läßt sich aber so modifizieren, dass es auf beliebige Gleichungssysteme anwendbar
ist. Dazu betrachtet man das zur Lösung des linearen GleichungssystemsAx = b
äquivalente Minimierungsproblem

x = arg min
z∈Rn

F (z),

wobei das FunktionalF hier die Darstellung

F (z) =
1
2

(Az−b)T
(
AAT

)−1
(Az−b)

besitzt. Die MatrixAAT ist genau dann positiv definit wennA regulär ist. Damit
gilt

F (z) = 0⇐⇒Az−b = o.
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Eine analoge Vorgehensweise wie beim ursprünglichen cg-Verfahren liefert den fol-
genden Algorithmus.

8.66. Modifiziertes cg-Verfahren:
Lösen des lineare GleichungssystemAx = b mit einer regulären Matrix.

S0 Wähle einen Startvektorx(0) ∈ Rn.
S0 Berechner(0) = b−Ax(0) undh(0) = ATr(0)

Setzei = 0.
S0 Falls h(i) = o STOPP.x(i) ist die gesuchte Lösung.
S0 Berechne

αi =
r(i)Tr(i)

h(i)Th(i)
,

x(i+1) = x(i) +αih
(i),

r(i+1) = r(i)−αiAh(i),

βi =
r(i+1)Tr(i+1)

r(i)Tr(i)
,

h(i+1) = ATr(i+1) +βih
(i).

S0 Setzei = i+1 und gehe zu SchrittS2.

Beim modifizierten cg-verfahren sind die Richtungen und Residuen paarweise or-
thogonal:

h(i)Th(j) = 0 und r(i)Tr(j) = 0 für i 6= j.

Außerdem gilt

h(i)TA−1r(i) = r(i)Tr(i).

Diese Aussagen folgen wie die entsprechenden Aussagen beim ursprünglichen cg-
Verfahren aus der Herleitung der Rekursionsformeln. Aus der paarweisen Orthogo-
nalität der Richtungen und Residuen folgt wieder, dass das Verfahren nach höchstens
n Schritten die Lösung des linearen Gleichungssystems liefert. Analog zum Satz 8.65
ist die Anzahl der benötigten Iterationen genauer abschätzbar.

8.67. Satz:Gegeben sei ein lineares GleichungssystemAx = b mit einer regulären
(n,n)-Matrix A, die genauk paarweise verschiedene Singulärwerteσ1, . . . ,σk ha-
ben möge.
Dann liefert das modifizierte cg-Verfahren zu jedem Startvektorx(0) nach höchstens
k Schritten die Lösung des Gleichungssystems.
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Beweis:Es seiA = UΣV T die Singulärwertzerlegung der MatrixA mit

Σ =



σ1
... O

σ1
...

σk

O ...
σk


.

Gemäß der Vielfachheit der Singulärwerte können die MatrizenU undV partitio-
niert werden:

U = (U1, . . . ,Uk) und V = (V 1, . . . ,V k) .

Das zum Startvektorx(0) gehörende Residuumr(0) ist in der Form

r(0) = p
(0)
1 u1+ · · ·+p

(0)
k uk

mit

ui ∈ Ui = span(U i), i = 1, . . . ,k

zerlegbar. Mitp(0) =
(
p
(0)
1 , . . . ,p

(0)
k

)T
∈Rk undŪ =(u1, . . . ,uk)∈Rn×k gilt r(0) =

Ūp(0). Weiterhin giltŪT
Ū = I und füri = 1, . . . ,k

ATui = σivi

mit vi ∈ Vi = span(V i). Mit den BezeichnungenV̄ = (v1, . . . ,vk) ∈ Rn×k und
Σ̄ = diag(σ1, . . . ,σk) ∈ Rk×k folgt

AT Ū = V̄ Σ̄ und AV̄ = Ū Σ̄.

Wir zeigen nun mittels Induktion, dass alle Richtungen und Residuen Darstellungen
der Form

r(i) = Ūp(i) und h(i) = V̄ g(i) mit p(i) ∈ Rk und g(i) ∈ Rk

für i = 1, . . . ,k besitzen.

• Induktionsanfang: Wir haben schon gezeigt, dassr(0) = Ūp(0) mit p(0) ∈ Rk

gilt. Es folgt

h(0) = ATr(0) = AT Ūp(0) = V̄ Σ̄p(0) = V̄ g(0)

mit g(0) = Σ̄p(0) ∈ Rk.
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• Induktionsschritt: Wir setzen voraus, dass die Beziehungen

r(i) = Ūp(i) und h(i) = V̄ g(i) mit p(i) ∈ Rk und g(i) ∈ Rk

gelten. Dann folgt

r(i+1) = r(i)−αiAh(i) = Ūp(i)−αiAV̄ g(i)

= Ūp(i)−αiŪ Σ̄g(i) = Ū
(
p(i)−αiΣ̄g(i)

)
= Ūp(i+1)

mit p(i+1) = p(i)−αiΣ̄g(i) ∈ Rk und

h(i+1) = ATr(i+1) +βih
(i) = AT Ūp(i+1) +βiV̄ g(i)

= V̄ Σ̄p(i+1) +βiV̄ g(i) = V̄
(

Σ̄p(i+1) +βig
(i)
)

= V̄ g(i+1)

mit g(i+1) = Σ̄p(i+1) +βig
(i) ∈ Rk.

Aus der paarweisen Orthogonalität der Residuen folgt wieder die paarweise Ortho-
gonalität derp(i). Wegenp(i) ∈ Rk gibt es jedoch höchstensk vom Nullvektor ver-
schiedenep(i) die paarweise orthogonal sind. Damit ist spätestensp(k) = o, r(k) = o
undAx(k) = o. �

Vorkonditionierung der cg-Verfahren

Wir hatten schon bemerkt, dass für die Konvergenzaussagen des cg-Verfahrens die
A-Konjugiertheit der Richtungen wesentlich ist. Bei praktischen Rechnungen wird
diese durch den Einfluß von Rundungsfehlern gestört. Andererseits wissen wir aus
Satz 8.14, dass der Einfluß von Störungen um so geringer ist, je kleiner die Kon-
dition der Matrix ist. Man kann nun versuchen, das GleichungssystemAx = b in
ein solches System zu transformieren, bei dem die Koeffizientenmatrix besser kon-
ditioniert ist. Diese Vorgehen nennt manVorkonditionierung . Es sei dazuLLT =
A+δA eine näherungsweise CHOLESKY-Zerlegung der MatrixA. Wir wenden das
cg-Verfahren auf das zuAx = b äquivalente System(

L−1A
(
L−1

)T
)

LTx = L−1b

an. Die MatrixĀ = L−1A
(
L−1)T = I −L−1δA

(
L−1)T wird sich um so weni-

ger von der Einheitsmatrix unterscheiden, je genauer die Zerlegung ist. Unter der
Voraussetzung∥∥∥∥L−1δA

(
L−1

)T
∥∥∥∥< 1
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ergibt sich die Abschätzung

cond(Ā) <
=

1+
∥∥∥L−1δA

(
L−1)T∥∥∥

1−
∥∥∥L−1δA

(
L−1)T∥∥∥ = 1+2

∥∥∥L−1δA
(
L−1)T∥∥∥

1−
∥∥∥L−1δA

(
L−1)T∥∥∥ .

Für ‖δA‖ � 1 gilt dann cond(Ā) ≈ 1. Es ist zu erwarten, dass das Rundungsfeh-
lerverhalten und damit auch das Konvergenzverhalten des transformierten Systems
günstiger sind als beim ursprünglichen Problem. Nach einigen Umformungen erhal-
ten wir den folgenden Algorithmus.

8.68. Vorkonditioniertes cg-Verfahren:
Zu lösen ist das lineare GleichungssystemAx = b mit einer symmetrischen, positiv
definiten MatrixA ∈ Rn×n, von der eine näherungsweiseCHOLESKY-Zerlegung
LLT = A+δA bekannt ist.

S0 Wähle einen Startvektorx(0) ∈ Rn.

S1 Berechner(0) = b−Ax(0) undh(0) =
(
LLT

)−1
r(0). Setzei = 0.

S2 Falls h(i) = o STOPP.x(i) ist die gesuchte Lösung.

S3 Berechne

αi =
r(i)T (LLT

)−1
r(i)

h(i)TAh(i)
,

x(i+1) = x(i) +αih
(i),

r(i+1) = r(i)−αiAh(i),

βi =
r(i+1)T (LLT

)−1
r(i+1)

r(i)T
(
LLT

)−1
r(i)

,

h(i+1) =
(
LLT

)−1
r(i+1) +βih

(i).

S4 Setzei = i+1 und gehe zu SchrittS2.

Auch das modifizierte cg-Verfahren für beliebige reguläre Matrizen läßt sich vor-
konditionieren. Dazu benutzt man eine näherungsweiseLU -Zerlegung der Matrix.

8.69. Vorkonditioniertes, modifiziertes cg-Verfahren:
Zu lösen ist das lineare GleichungssystemAx = b mit einer regulären Matrix, von
der eine näherungsweiseLU -ZerlegungP TLU = A+δA bekannt ist.

S0 Wähle einen Startvektorx(0) ∈ Rn.
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S1 Berechner(0) = b−Ax(0) und h(0) =
(
UTU

)−1
ATP T

(
LLT

)−1
Pr(0).

Setzei = 0.

S2 Falls h(i) = o STOPP.x(i) ist die gesuchte Lösung.

S3 Berechne

αi =

(
Pr(i)

)T (
LLT

)−1
(
Pr(i)

)
h(i)T (UTU

)
h(i)

,

x(i+1) = x(i) +αih
(i),

r(i+1) = r(i)−αiAh(i),

βi =

(
Pr(i+1)

)T (
LLT

)−1
(
Pr(i+1)

)
(
Pr(i)

)T (
LLT

)−1(
Pr(i)

) ,

h(i+1) =
(
UTU

)−1
ATP T

(
LLT

)−1
Pr(i+1) +βih

(i).

S4 Setzei = i+1 und gehe zu SchrittS2.

8.4. Aufgaben

1. Man zeige:

(a)

lub1(A) = max
1 <

= j <
= n

{
n

∑
k=1

|akj|

}

(b)

lub∞(A) = max
1 <

= i <
= n

{
n

∑
k=1

|aik|

}
.

2. Man beweise: Jede Grenznorm ist submultiplikativ.

3. Am Beispiel der Matrizen

A =
(

0.6 0.6
0.6 0.6

)
, B =

1√
2

(
1 1
−1 1

)
ist zu zeigen, dass‖A‖2 weder eine absolute noch eine monotone Norm ist.
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4. Man zeige: Für reguläre MatrizenA gilt:

1

lub(A−1)
= min

y 6=o

‖Ay‖
‖y‖

.

5. Man zeige für eine reguläre MatrixA und Vektorenu,v ∈ Rn:

(a) IstvTA−1u 6=−1, so gilt

(A+uvT )−1 = A−1−A−1uvTA−1

1+vTA−1u
.

(b) IstvTA−1u =−1, so ist(A+uvT ) singulär.
(Hinweis: Finde einen Vektorz 6= o mit (A+uvT )z = o!)

6. Es seiA = (a1, . . . ,an) eine reguläre Matrix mit den Spaltenai, i = 1, . . . ,n.

(a) Â = (a1, . . . ,ai−1,b,ai+1, . . . ,an) mit b ∈ Rn sei die Matrix, in der ge-
genüberA die i-te Spalteai durchb ersetzt wurde.
Man untersuche mit Hilfe der Formel aus Aufgabe 5 unter welchen Be-

dingungenÂ
−1

existiert und zeige, dass dann̂A
−1

= FA−1 gilt, wobei
F eine FROBENIUS-Matrix ist.

(b) Es seiA = (aik)n,n regulär.Aα entstehe ausA dadurch, dass ein einziges
Elementaik zuaik +α abgeändert wird. Für welcheα existiertA−1

α ?

7. Es seiA = UΣV T , Σ = diag(σ1, . . . ,σn) mit σ1
>
= σ2

>
= · · · >

= σn > 0 die Sin-
gulärwertzerlegung der(n,n)-Matrix A.

(a) Wie lautet cond2(A) ausgedrückt in denσi?

(b) Man gebe mit Hilfe vonU diejenigen Vektorenb bzw.δb an, die in den
Abschätzungen

i.

‖δx‖2 <
= ‖A−1‖2‖δb‖2,

ii.

‖δx‖2
‖x‖2

<
= ‖A‖2‖A−1‖2

‖δb‖2
‖b‖2

= cond2(A)
‖δb‖2
‖b‖2

und

iii.

‖b‖2 <
= ‖A‖2‖x‖2
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Gleichheit ergeben.

(c) Gibt es einb, so dass für alleδb in 7(b)ii. gilt:

‖δx‖2
‖x‖2

<
=
‖δb‖2
‖b‖2

?

Man bestimme solche Vektorenb mit Hilfe von U .
(Hinweis: Man betrachte Vektorenb mit ‖A−1‖2‖b‖2 = ‖x‖2.)

8. Man zeige, dass die FROBENIUS-Norm einer Matrix mit der euklidischen Vek-
tornorm verträglich ist.

9. Es sei

A = UΣV T , Σ = diag(σ1, . . . ,σl,0, . . . ,0)

und

σ1
>
= σ2

>
= · · · >

= σr > 0, σr+1 = · · ·= σl = 0, l = min(m,n)

die Singulärwertzerlegung der(n,n)-Matrix A. Man zeige:

(a) rg(A) = r

(b) ‖A‖2 = σ1

(c) ‖A‖F =
√

σ2
1 + · · ·σ2

r

10. Man zeige:

(a) Es seienL undL̄ untere Einsdreiecksmatrizen. Dann ist das ProduktLL̄
wieder untere Einsdreiecksmatrix.

(b) Mit L ist auchL−1 untere Einsdreiecksmatrix.

11. Man zeige, dass für beliebige Vektorenx ∈ Rn

(a)

‖x‖∞ <
= ‖x‖2 <

=
√

n‖x‖∞ und

(b)

1√
n
‖x‖1 <

= ‖x‖2 <
= ‖x‖1.
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gilt, und dass die auftretenden Konstanten nicht verbesserbar sind.

12. Wie groß ist der Aufwand an arithmetischen Operationen zum Lösen des Glei-
chungssystem

Ax = b,

falls von der(n,n)-Matrix A eine Zerlegung der FormA = LU bekannt ist?

13. Man zeige, dass für 1<= k < i <
= s <

= n

T isLk(l) = Lk(T isl)T is

gilt.

14. Man zeige:

L1(l1)L2(l2) · · ·Ln−1(ln−1) = I +(l1, l2, . . . , ln−1,0).

15. Man zeige:
WennA symmetrisch ist und s(1) = 1 wählbar ist, so ist auchM (1) symme-
trisch.

16. Man zeige, dass für zeilendiagonaldominante Matrizen:

|aii|>
n

∑
j=1
j 6=i

|aij|, i = 1, . . . ,n

bei Durchführung des GAUSSschen Algorithmus ohne Pivotisierung gilt:

(a) Alle MatrizenM (k) sind zeilendiagonaldominant,

(b) ‖M (k)‖∞ <
= ‖M (k−1)‖∞ <

= ‖A‖∞ für k = 1,2, . . . ,n−1.

(Hinweis: siehe KIELBASINSKI/SCHWETLICK Numerische lineare Algebra,
S. 166.)

17. Man überlege sich, dass für die Matrix

A =



1 a
−1 1 a
−1 −1 1 a

... ... ... ... ...
−1 −1 −1 . . . 1 a
−1 −1 −1 . . . −1 a


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im Falle der Spaltenpivotisierung

‖A‖∞ = |a|+n−1, ‖M (k)‖∞ = 2k|a|+n−k−1

gilt, so dass der Quotient‖M
(k)‖∞

‖A‖∞ der Schranke 2k für |a| −→∞ beliebig nahe
kommt.

18. Von der symmetrischen(n,n)-Matrix A sei das obere Dreieck

(a) zeilenweise,

(b) spaltenweise

eindimensional gespeichert. Man schreibe ein Programm zum Berechnen von
y = Ax bei vorgegebenemx ∈ Rn.

19. Es seiA eine reguläre Matrix mit den ZeilenaT
i , i = 1, . . . ,n:

A =


aT

1
aT

2
...

aT
n

 .

Weiterhin seiD eine Diagonalmatrix mit

D = diag

(
‖A‖∞
‖aT

1 ‖1
, . . . ,
‖A‖∞
‖aT

n‖1

)
.

Man zeige, dass dann für die Matrix̄A = DA folgendes gilt:

(a) ‖Ā‖∞ = ‖A‖∞,

(b) ‖A
−1‖∞

maxi di

<
= ‖Ā−1‖∞ <

= ‖A−1‖∞ und

(c) cond∞(A)
maxi di

<
= cond∞(Ā) <

= cond∞(A).

20. Es seiA = UΣV T die Singulärwertzerlegung der MatrixA. Mit c = UTb
kann die Lösung vonAx = b in der Formx = V Σ−1c geschrieben werden.
Man zeige, dass unter der Voraussetzung

c2
n

>
=

0.01(c2
1+ · · ·+ c2

n)
n
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in der 2-Norm die Abschätzung

Kb(A,b) =
‖A−1‖2‖b‖2
‖x‖2

<
= 10·

√
n

unabhängig von cond2(A) gilt.

21. Für das GleichungssystemAx = b mit

A =
(

1.00 1.00
1.00 0.99

)
b =

(
1
1

)
ist

A−1 =
(
−99 100
100 −100

)
x =

(
1
0

)
und cond∞(A) = 400. Für die Störungen

(a)

δA = 10−3
(

1 −1
−1 1

)
δb = 10−3

(
−1

1

)
(b)

δA = 10−3
(

1 1
1 −1

)
δb = 10−3

(
−1
−1

)
ist δx sowie‖δx‖∞ zu berechnen und mit den Schranken gemäß der Vorle-
sung zu vergleichen.

22. Gegeben sei die positiv definite symmetrische MatrixĀ mit der Partitionie-
rung

Ā =
(

A B

BT C

)
, A ∈ Rm×m.

Weiterhin seiĀ = LLT mit

L =
(

L11 O
L21 L22

)
, L11∈ Rm×m.

Man zeige:
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(a) Die MatrixM = C−BTA−1B ist positiv definit.

(b) Es giltL22L
T
22 = M .

(c) Es gilt die Abschätzung

l2ii
>
= min

x 6=o

(
xT Āx

xTx

)
=

1

lub2(L−1)2
, i = 1, . . . ,n.

(d) Es gilt die Abschätzung

lub2(L)2 = max
x 6=o

(
xT Āx

xTx

)
>
= l2ii, i = 1, . . . ,n.

(e) Es gilt die Abschätzung

cond2(L) >
= max

1 <
= i,k <

= n

∣∣∣∣ liilkk

∣∣∣∣ .
23. Gegeben seiena,b ∈ Rn mit a 6= b und‖a‖2 = ‖b‖2.

Man konstruiere eine HOUSEHOLDER-SpiegelungH, für dieHa = b gilt.

24. Man löse das GleichungssystemAx = b mit

A =


1
3 −1 5

6

2
3 0 1

6

2
3

1
5

1
6

 b =


1
6

5
6

31
30


durch das HOUSEHOLDER-Verfahren!

25. Man zeige für eine(n,n)-Matrix P , ‖P ‖< 1:

(I−P )−1 = I +
∞
∑
i=1

P i

Hinweis: Man zeige für die Partialsummen

Sn = I +
n

∑
i=1

P i gilt (I−P )−1−Sn = (I−P )−1P n+1.

26. Wann konvergiert das JACOBI-Verfahren bzw. das GAUSS-SEIDEL-Verfahren
für die Matrix

A =
(

I S

ST I

)
, I,S ∈ Rn×n?
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27. Man zeige: Ist die(n,n)-Matrix A unzerlegbar, so ist die Matrix

M = I−B−1A

für das JACOBI-Verfahren ebenfalls unzerlegbar.
Hinweis:B ist Diagonalmatrix.

28. Gegeben sei

A =


2 0 −1 −1
0 2 −1 −1
−1 −1 2 0
−1 −1 0 2

 .

Man zeige:

(a) A ist unzerlegbar.

(b) Das Gesamtschrittverfahren konvergiert nicht.
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diagonalimplizites, 35
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